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第 一 章 ”随机 事件 与 概率 


一 ,基本 要 求 


(DT 了 解 样本 空间 的 概念 ,理解 随机 事件 的 概念 ,掌握 事件 的 关系 与 运算 . 

(了 解 概 率 的 定义 (包括 古典 概率 、 几 何 概率 ,概率 的 频率 定义 和 概率 的 公理 化 定义 ), 掌 
担 概 率 的 性 质 并 会 应 用 它们 进行 概率 计算 . 

号 理解 条 件 概 率 的 概念 ,掌握 概率 的 滋 法 公式 、 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 并 会 应 
用 它们 进行 概率 计算 . 

二 理解 事件 独立 性 的 概念 并 会 应 用 它 进行 概率 计算 . 

(多 掌握 伯 努 利 (Bernoulli) 概 型 并 会 应 用 它 进 行 概率 计算 . 


二 .内 容 提 要 


1. 随机 事件 

(1) 随 机 试验 . 

是 指 满足 下 述 三 个 条 件 的 试验 . 

QD 可 以 在 相向 的 条 件 下 重复 进行 . 

@ 试 验 的 全 部 可 能 结果 不 止 一 个 ,并 旦 在 试验 之 前 能 明确 知道 它们 或 知道 它们 包含 在 某 
个 范围 内 . 

每 次 试验 必 发 生 全 部 可 能 结果 中 的 一 个 生 仪 发 生 一 个 ,但 某 一 次 试验 究竟 发 生 硅 一 个 
可 能 结果 ,在 试验 之 前 不 能 预言 . 

随机 试验 简称 试验 ,用 表示 . 

(2) 样 本 空间 . 

试验 的 全 部 可 能 结果 构成 的 集 称 为 五 的 样本 空间 ,用 5 表示 . 

试验 E 的 一 个 可 能 结果 称 为 E 的 一 个 基本 事件 ,用 o 表示 , 基本 事件 o 是 样本 空间 S$ 的 
元 素 ,基本 事件 也 称 为 样本 点 . 

(3) 随 机 事件 . 

试验 全 部 可 能 结果 中 某 一 确定 的 部 分 称 为 随机 事件 ,简称 为 事件 . 事件 可 以 用 大 写字 
GAB CERP. 事件 是 由 基本 事件 组 成 的 ,事件 是 样本 空间 的 子 集 . 但 是 ,在 概率 论 中 ， 
并 不 总 是 把 样本 空间 的 一 切 子 集 都 当成 事件 , 而 是 样本 空间 中 具有 某 种 性 质 的 子 集 才 是 事 
Е. 

事件 的 发 生 ; 在 一 次 试验 中 , 当 且 仅 当 4 中 的 一 个 基本 事件 发 生 时 , 则 称 4 发 生 .4 RE 
也 称 4 出 现 . 

在 一 次 试验 之 前 ,不 能 预言 哪 一 个 基本 事件 一 定 发 生 , 因 此 ,也 就 不 能 预言 事件 4 一 定 发 


" 关于 事件 概念 的 确切 含义 ,可 见 参考 书目 [1]P2,.P12 ЗЕ. 
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Æ . 这 就 是 说 ,在 一 次 试验 中 ,事件 4 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 . 

必然 事件 :在 每 次 试验 都 必 发 生 的 事件 , 称 为 必然 事件 ,用 S 表示 . 

不 可 能 事件 :在 每 次 试验 都 必 不 发 生 的 事件 , 称 为 不 可 能 事件 ,用 纪 表 示 ， 

必然 事件 与 不 可 能 事件 虽 不 具有 "在 一 次 试验 中 ,可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 " 的 特点 ,但 是 ， 
它们 仍 是 事件 . 

(4) 事 件 的 关系 与 运算 . 

中 事件 的 关系 与 运算 的 概念 . 

设 试验 EF 的 样本 空间 为 $,4、B8、A.{i =1,2,…) 为 中 的 事件 . 

含 于 或 包含 : 若 4 发 生 必然 导致 8 发 生 , 则 称 4 会 于 8, 记 作 AC 8B; 或 称 B 包含 4, 记 作 
BDA. 

HFA АСВХВСА,ШЖАТ B, 或 称 4 Уу ВЖ, ЕА = В. 

БЫЛА 与 B 都 发 生 称 为 4 与 B 的 积 或 交 , 记 作 АВ 或 4 门 B.4 与 号 都 发 生 也 叙述 为 4 


与 BB 同时 发 生 或 4 REHBERE. 
和 或 并 ;A 与 B 至 少 有 一 个 发 生 称 为 4 S B 的 各 或 并 , 记 作 AU B.A БВ 至 少 有 一 个 发 
生 也 叙述 为 4 发 生 或 B RE. 


差 :4 发 生 而 8B 不 发 生 称 为 4 ЫВ 的 差 , 记 作 4 - B. 

ЕАН ЛАЖ: 4 УВ 不 能 同时 发 生 , 即 4B =ø, WK A 与 B 互 斥 ,或 称 4 与 B 百 不 
HE. 否则 , 称 4 5 B 相 容 . 

对 立 或 互 道 : 若 A.B 满足 AU B= S Н АВ = 区 ,部 在 每 次 试验 中 А,В 必 发 生 其 一 但 不 能 
同时 发 生 , 则 称 B БАСҚА 为 B) 的 对 立 事件 , 记 作 = A( 或 4=5) ,或 称 A 与 8 EXATA 
件 , 或 称 4 与 号 ЖЕН. 

ЖАЗА 不 发 生 记 作 4 ,显然 4=S-4,4=4,4 与 相互 为 对 立 事件 . 

两 个 事件 的 积 、 和 、 互 斥 等 概念 可 以 推广 到 任意 有 限 个 事件 或 可 列 无 穷 多 个 事件 的 情形 中 


例如 ,41、42、…、An ВАЕ, КЭР Ау Ао An 的 交 , 记 作 4142… An ДААА, 


A, 至 少 发 生 一 个 , 称 为 4 ‚А, ‚А, 的 和 , 记 作 A UAU U A, RÜ AG Ат, АА, 中 任 
意 两 个 事件 都 是 互 斥 的 , 称 这 n 个 事件 是 互 斥 的 或 称 这 个 事件 是 两 两 互 斥 的 . 
类 似 地 ,可 以 给 出 可 列 无 穷 多 个 事件 的 积 、 和 、 互 斥 等 概念 ,这 里 就 不 叙述 了 . 
外 一 些 常用 的 事件 之 间 的 关系 式 ， 
1° 对 任意 的 事件 4, 有 CA С5. 
?°АСВ‹©ВСА. 
3° АВ-Й ФА CBRB СА. 
4° 对 任意 的 两 个 事件 AB, A 
А-АВ()АВ,В-АВ()АВ, 
AUB= AUAB= ВЈАВ = ABUABUAB, 
А-В-АВ-А-АВ-(АЦВ)-В. 
S 对 任意 的 三 个 事件 4.8B、C, 有 
AU BUC= AU ABUA BC, 
— 2 — 
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А(В- С) = AB- АС = АВ С = AB ~ C = АВ ~ АВС. 
注 ; 上 述 各 式 右 端 运算 符 岂 两边 的 事件 有 些 是 互 乐 的 ,运算 符 -的 前 后 的 两 个 事件 有 些 是 
有 包含 关系 的 . 
地 事 件 运 算 所 满足 的 性 质 . 
1° 交换 律 А()В-В()А,АВ- ВА. 
2 结合 律 (AUB)UC=AU(BUC), 
(AB)C = А(ВС). 
3% 分配 律 (AUB)C= ACU BC, 
ABUC={({AUC)(BUC). 
中 吸收 律 ЖАСВ,МА(/В-В,АВ-А МОЛА, ШҚ А()В-В АН-А,ШАС 


ЖЗІм,ЖАОА-А,А()8-5,А()0-А,АА- А,А5- 4,40 = 0. 
5° 对 侦 律 ( 德 ' 摩 根 律 ) 
AUB=AB,AB= AUB. 
分 配 律 和 对 偶 律 还 可 以 推广 到 任意 有 限 个 事件 或 可 列 无 穷 多 个 事件 的 情形 中 去 . 例如 有 
(U4;)B= ОСА,В), (NADU B = (A U В). 
UZ - NATA = T 


Фа ЕЛА. 
它 给 出 了 事件 的 关系 与 运算 的 一 种 直观 解释 ,读者 可 以 采用 这 种 方法 来 帮助 理解 某 些 事 
件 之 何 的 关系 与 运算 . 例如 ,前 面 给 出 的 一 些 常用 的 事件 之 间 的 关系 式 .事件 运算 所 满足 的 性 
ЖЗ . 


2. 概率 及 其 性 质 
概率 是 事件 发 生 可 能 性 的 一 种 度量 , 它 是 概率 论 中 最 基本 的 概念 之 一 .下面 介 绍 它 的 几 
种 定义 . 
(1 古典 概率 . 
RAR EWE: 
Жж 5 REA л TEER, ILE оооло, B 
S= {wiw Зу, |; 


OFAR wor o, 发 生 是 等 可 能 的 . 则 称 E ATRD Ç 
对 于 古典 概 型 ,车 事件 4 是 由 大 个 基本 事件 组 成 的 , 则 4 Е С 


4 中 的 基本 事件 数 _ k 

4) ”基本 事件 总 数 “л 
用 公式 (1.1) 计 算 的 概率 称 为 古典 概率 . 
(2) 儿 何 概率 


在 概率 论 发 展 的 早期 ,人 们 还 研究 了 另 一 种 试验 , 它 的 全 部 可 能 结果 是 无 穷 多 个 且 具 有 


* Ма; ЖжОА, 或 山上 ,类 但 地 ， ПА; ж йа, RÅA. 
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“等 可 能 性 ”. 在 这 种 试验 中 ,事件 概率 的 计算 一 般 可 以 利用 几何 的 方法 来 解决 . 因此 ,人 们 把 
这 种 试验 称 为 几何 概 型 ， 

我 们 以 平面 的 情形 来 说 明 几 何 概 型 ,在 这 种 概 型 中 ,试验 的 全 部 可 能 结果 构成 平面 上 茶 
一 可 求 积 的 区 域 5, 其 面积 大 于 零 ，S$ 是 试验 的 样本 空间 ,S 中 一 切 可 求 积 的 子 集 是 事件 . 事 
件 4 发 生 , 即 试验 的 结果 为 4 中 的 点 ,或 称 试验 结果 落 入 A.S 中 的 基本 事件 发 生 具 有 “等 可 
能 性 "的 含义 是 :事件 4 发 生 的 概率 与 4 的 面积 成 正比 ,而 与 4 的 形状 及 它 在 5 中 的 位 置 无 
K .于 是 ,在 这 种 几何 概 型 中 ,事件 4 的 概率 规定 为 


р(а)-1ВЕЁ. (1.2) 


用 公式 (1.2) 计 算 的 概率 称 为 几何 概率 . 

对 于 一 维 、 三 维 或 多 维 的 几何 概 型 问题 ,可 仿 平面 的 情形 进行 讨论 . 

(3) 概 率 的 频率 定义 . 

全 事件 的 频率 及 其 稳定 性 ， | 

设 试验 的 样本 空间 为 8,4 为 五 的 一 个 事件 . 把 试验 5 重复 进行 n 次 ,在 这 n 次 试验 
中 ,事件 4 发 生 的 次 数 普 称 为 事件 4 的 频数 . 事件 4 的 频数 m 与 试验 的 次 数 n 之 比 , 称 为 在 
这 п 次 试验 中 事件 4 的 频率 , 记 作 P(A), Вр 

РЕ. (1.3) 

显然 ,事件 4 RARP (А) БАД л НПА АЕ {И n, Ж —[ n 次 
试验 与 男 一 回 n 次 试验 所 得 到 的 事件 4 的 频率 P* (4) 也 未 必 相 同 . 然而 ,实践 表明 : 当 试 验 
次 数 n 很 大 时 ,事件 4 KARP (4) 几乎 稳定 地 接近 一 个 常数 Р. 频率 这 种 性 质 称 为 频率 的 
稳定 性 , 它 是 事件 本 身 所 固有 的 . 

他 概率 的 频率 定义 ， 

频率 的 稳定 性 使 人 们 产生 了 这 样 的 认识 ， 

可 以 用 事件 的 频率 来 描述 事件 的 概率 . 于 是 ,就 有 了 概率 的 频率 定义 ` 

定义 1.1 在 一 组 不 变 的 条 件 下 ,重复 作 n 次 试验 , 记 m EE n 次 试验 中 事件 4 发 生 的 次 


数 . 当 试验 次 数 ”很 大 时 ,如果 频率 ”稳定 地 在 某 数值 p 附近 摆动 ,而 且 一 般 地 说 , 随 着 试验 
次 数 的 增加 ,这 种 摆动 的 幅度 越 来 越 小 , 则 称 数 值 p 为 事件 4 在 这 一 组 不 变 的 条 件 下 发 生 的 
概率 , 记 作 P(4) = p. | 

概率 的 频率 定义 也 称 为 概率 的 统计 定义 ， 

(4) 概 率 的 公理 化 定义 . 

概率 的 公理 化 定义 . 

下 面 扼要 地 介绍 一 下 概率 的 公理 化 定义 . 在 这 个 定义 中 ,概率 是 用 列举 其 所 具有 的 基本 
性 质 的 方法 来 定义 的 ,而 事件 可 以 简单 地 理解 为 样本 空间 S 中 具有 基 种 性 质 的 子 集 . 

定义 1.2 设 试验 E 的 样本 空间 为 S$, 如 果 对 于 每 一 个 事件 4 都 有 一 个 实数 P( 4) 与 之 对 
应 ,县 满足 下 面 三 条 公理 : 

公理 1( 非 负 性 ) 对 任意 事件 4, 有 Р(А)>0; 

公理 X( 规 范 性 ) 对 必然 事件 S, 有 P(S)=1; 

公理 3( 完 全 可 加 性 ) 若 可 列 无 穷 多 个 事件 AA A ERER, M 

一 -一 4 一 -一 
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P( ÜA) = Ў) P(A). (1.4) 


那么 称 P(4 ) 为 事件 4 的 概率 ， 
ОЖЖ ТЕ. 
从 概率 的 三 条 公理 出 发 ,可 以 推导 出 概率 的 其 他 性 质 . 
性 质 1 P(0)=0; 
性 质 2 (有 限 可 加 性 ) 若 Anda A, 互 不 相 容 , 则 
Р(ОА) = > P(A). (1.5) 
性 质 3 对 任意 事件 4A, 有 
Р(А)=1-Р(А). (1.6) 
性 质 4 #ACB,M | 
Р(В-А)-Р(В)-Р(А). (1.7) 
Р(А) < P(B). (1.8) 
特别 地 ,对 任意 事件 4, 有 
| Р(А)<1. (1,9) 
性 质 S( 加 法 公式 或 加 法 定律 ) 对 任意 两 个 事件 4.8B, 有 
P(AUB)= P(A)+ Р(В) – P(AB). (1.10) 


性 质 6( 一 般 加 法 公式 或 一 般 加 法 定律 ) 对 任意 n 个 事件 4 A... AnA 
Р(ОА) = > Р(А;) ~ БЭ Р(А А) +7 0 =, 


іш! < жа 


> Р(А АА) + + (ТРОА). (1.11) 


特别 地 , 当 n=3 时 , 式 (1.11) 将 变 为 
P(A ША, ЈА) = P(A) + P(A) + Р(Аз) ~ P(A1A2) - P(AíA3) – Р(А;Аҙ) «Р(А,А3А3). 
(1.11) 
3. 条 件 概率 及 有 关 的 公式 
《1) 条 件 概 率 . 
中 条件 概率 的 定义 ， 
定义 1.3 设 A、B 是 任意 两 个 事件 且 P(B)>0, 在 事件 B 已 发 生 的 条 件 下 ,事件 4 ЖЖ 
的 条 件 概率 P(A1B) 定 义 为 


p(418)= А8), (1.12) 
ОКЖ. 
利用 条 件 概 率 的 定义 ,概率 的 三 条 公理 和 性 质 ,不 难 证 明 条 件 概率 的 如 下 一 些 性 质 ， 
W PUC)>0, 则 


1 对 任意 的 事件 4, 有 0<P(41C) 达 1; 
2°Р(81!С)=1,Р(@\С) -9; 
3 对 可 列 无 穷 多 个 互 不 相 容 的 事件 41、4，、… A; . A 


ee ene- R: p CAA E P a, a pE A A ВОСЬ A P Tat 
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P( Олд С) = > P(Ai1C). (1.13) 


ізі 


PUUAIC) = > ас). (1.14) 
4 对 任意 的 事件 4, 有 

Р(А\1С)=1-Р(А\С). (1.15) 
5 ЖАСВ,Я 

P(B- AIC)= P(BIC)- P(AIC). (1.16) 

Р(А1С) < Р(ВІС). (1.17) 
б 对 任意 两 个 事件 4、B, 有 

P(AUBIC)= P(AIC)+ P(BIC)- Р(АВІС). (1.18) 


对 任意 n RFA A An A 


P(U41C) = Sraa- УХ P(A; A 1C) + 


i=] tsi < hgn 


+(-D 之 РАА А 1С) + +(-1)°71Р(С\ АС). (1.19) 


la <i, <" < п 


综 上 所 述 ,可 见 条 件 概 率 与 概率 具有 相同 的 性 质 . 


(2) 乘 法 公式 . 
对 任意 两 个 事件 А,В. 
№ P(B)>0 时 ,有 P(AB)=P(B)P(AIB). (1.20) 
当 P(4)>0 时 ,有 Р(АВ) = Р(А)Р(ВІА). (1.20) 
对 任意 nn 个 事件 41、42…Ai(n>>2), 当 Р(А АА, 1)>0 时 ,有 

P(A АА) = PLAI)P AA) PC AI AA) P(A ААА, 1). (1.21) 


式 41.20)《1.20 ) 称 为 两 个 事件 的 乘法 公式 , 式 {(1.21) 称 为 п atik ai t а — АЗЕ 
Еді. 乘法 公式 也 称 为 乘法 定律 . 

(3) 全 概率 公式 ， 

若 事件 组 B Be, B, 满足 

QER, Bae B, НЖНАН P(B.)>0 (i=1,2,…,n)， 

BUBU- UB = $, 
则 对 任意 事件 4 ,有 


P(A)= рэ P(BJP(41B (1.22) 


式 {1.22) 称 为 全 概率 公式 ， 
满足 条 件 人 和 人 @ 的 事件 组 B BoB, 也 称 为 完备 事件 组 ， 
注 :a. 完 备 事件 组 的 条 件 @@ 可 政 为 局 B ЭА , 式 (1.22) 也 成 立 ; 
b. 完 备 事件 组 中 事件 的 个 数 为 可 列 无 穷 多 时 ,全 概率 公式 也 成 立 . 此 时 式 (1.22) 将 变 
成 为 ; 


P(A)= > P(B.)P(AIB.). - (1.22) 
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ec. 应 用 全 概率 公式 解决 问题 的 关键 往往 在 于 , 找 出 适合 解决 该 问题 的 一 个 完备 事件 组 . 
把 Bi Bie B, BAREA 发 生 的 各 种 可 能 的 原因 或 可 能 的 前 提 条 件 ” ,这样 一 种 看 法 将 


有 助 于 找 出 这 个 完备 事件 组 . 
(4) 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 . 
# Bi Bro, B, 是 一 完备 事件 组 , 则 对 任意 事件 4(P(4) >0), 9 
pig) EE (1.23) 


21Р(В;)Р(А1В,) 
式 (1.23) 称 为 贝 叶 斯 公式 . 


4. 事件 的 独立 性 
(1) 事 件 独 立 性 的 概念 ， 
定义 1.4 对 任意 两 个 事件 4、B, 若 
P(4B)= Р(А)Р(В) | (1.24) 
ДЖ 4、8 相互 独立 或 称 4、B 独立 . 
定义 1.5 对 任意 三 个 事件 4 .BC , 若 
P(AB)= P(A)P(B) 
Р(АС) = Р(А)Р(С) 
Р(ВС) = Р(В)Р(С) 
Р(АВС) = Р(А)Р(В)Р(С) 
ДЖ 4 .BC 相互 独立 ,或 称 4.8、C 独立 ， 
一 般 地 ,对 任意 n CRA Ave Ane), #7 
P(AA;)= Р(А,)Р(А,) | ісі<)<п 
P(AAA,) = P(A) P(A) P(A) ісі</<Е<п 


(1.25) 


(1.26) 


Р(ДДАу-А,)-Р(АУР(АҘ)“Р(А,) 
则 称 Ai Azt A, 相互 独立 ,或 称 А.А An 独立 . 
事件 的 独立 性 是 概率 论 中 一 个 重要 的 概念 ,对 它 有 如 下 的 几 点 说 明 . 
必然 事件 S 和 不 可 能 事件 8 与 任何 事件 相互 独立 ， 
@ 若 事件 4.8、C 满足 式 (1.25) 中 前 三 个 式 子 时 , 则 称 А,В,С 是 两 两 独立 的 .显然 ,车 
A B. CHEI, M A,B,C 两 两 独立 .反之 不 然 ， 
@@ 在 实际 问题 中 ,有 时 不 是 用 定义 而 是 根据 事件 之 间 的 实际 意义 来 判断 n 个 事件 是 否 独 
T. 这 时 要 注意 判断 是 否 正 确 . 
(2) 事 件 独 立 性 的 性 质 ` 
性 质 1 若 P(B)>0, 则 4、8 独立 的 充分 必要 条 件 是 :P(418) = P(A); 
ді P(4)>0, 则 A.B 独立 的 充分 必要 条 件 是 : Р(ВІА) = P(B). 
性 质 2 + A.B 独立 , 则 4A、B 独立 ,4、B hyr A.B 独立. 
性 质 2 可 推广 到 na 人 zz2) 个 事件 独立 的 情形 中 去 ,其 叙述 如 下 ; 
Ж А.А т A, 独立 , 则 Ву, В) B, 也 独立 ,其 中 B; А, RA =1,2,…,n)， 
— 7 一 一 
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ЖЕН, ЖА). А-А, йу ША, 4 A 也 独立 ， 
性 质 3 若 41、4;、…'、A,tn 之 2) 独 立 , 则 其 中 任意 m(l<m< 外 ) 个 事件 也 独立 Ç 
性 质 4 А.А, Anaha, Д] 


P(U A) =1- П (1-Р(А,)). (1.27) 


5. 人 怕 努 利 (Bemoulli) 概 型 
车 试验 EF 只 有 两 个 可 能 结果 4 ЯА, Н Р(А) =р,Р(А)=1 -р= 4(0<р<1), ШЖ E 5 
伯 努 利 试验 或 伯 努 利 概 型 . | 
Ж ЕНУ, Е 正在 相同 的 条 件 下 ,独立 地 重复 进行 n К”, 作为 一 个 试验 , 则 
称 这 个 试验 为 n 重 伯 努 利 试 验 或 n 重 伯 努 利 概 型 , 记 为 E, # n 重 伯 努 利 概 型 中 ， 事件 4 fè 
好 发 后 左 次 的 概率 为 
P( “4 恰好 发 生 左 次 ”) = b(kin,p)= Cpg t, k=0,1,; n (1.28) 


三 .问题 与 思考 


1. 事件 的 和 或 者 差 的 运算 的 等 式 两 端 一 般 是 不 能 “ 移 项 ”的 . 例如 二 
AUB=C ж» A=C-B, 

H A-B=D жө A=DUB. 

但 是 ,增加 一 些 条 件 便 可 以 " 移 项 "了 . 有 下 述 结果 : 

(1) 若 4B=@, 昌 AUB=C, 则 A=C-8; 

(2) 若 4DB8, 生 4-B=D, 则 A4=DUB. 

利用 事件 的 图 示 表 示 法 ,容易 验证 上 述 两 个 结果 是 正确 的 ， 

2. 计算 古典 概率 时 ,有 些 初学 者 常常 会 问 ; 如 果 和 需要 用 排 列 或 者 组 合计 数 时 ,在 什么 情 
况 下 用 排列 ,在 什么 情况 下 用 组 合 呢 ? 

Е ”对 于 这 个 问题 ,要 在 摘 清楚 题 意 的 基础 上 ,根据 解 题 的 简 清 与 方便 或 者 解 题 者 的 习 
惯 ,选择 适合 解决 该 问题 的 试验 E 及 样本 空间 S, 由 此 决定 采用 排列 或 者 组 合 来 计数 . 

让 我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 明 上 面 的 论述 . 

Ж 10 个 产品 中 有 6 个 正品 4 个 次 品 , 现 从 中 任 取 2 个 , 求 下 列 事件 的 概率 ; 

(1)4 :这 2 个 产品 都 是 次 品 ; 

(2)B: 这 2 个 产品 1 个 是 次 品 1 个 是 正品 ; 

(3)C :第 一 次 取 到 的 是 次 品 ,第 二 次 取 到 的 是 正品 . 

对 于 这 个 例子 ,有 两 点 说 明 ， 

a., 在 没有 特别 指明 的 情形 下 ,一 般 认 为 产品 都 是 有 不 同 编号 的 . 例如 ,在 此 例 中 ,可 以 认 
为 编号 为 1~6 的 产品 为 正品 ,编号 为 了 ~ 10 的 产品 为 次 品 ` 


b. 在 概率 论 中 ,“ 任 取 2 个 与 “随机 地 不 放 回 地 取 2 个 "含义 相同 . 而 且 对 于 “ 任 取 2 个 ” 
有 两 种 理解: 


# 关于 此 句 话 的 含义 ,请 在 参考 书目 [1]P21 的 解释 ， 
一 8 一 
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第 一 种 是 ,每 次 随机 地 取 1 个 记录 其 编号 后 不 放 回 ,再 取 下 一 个 . 这 样 取 了 2 次 共 取 了 2 
个 产品 , 在 这 种 理解 下 , 任 取 2 个 产品 是 有 先后 顺序 的 . 

第 二 种 是 ,随机 地 不 放 回 地 一 下 子 取 了 2 个 产品 . 在 这 种 理解 下 , 任 取 2 个 产品 是 没有 先 
后 顺序 的 . 

上 述 两 种 理解 都 是 对 的 ， 

解 (1) 法 1 按照 第 一 种 理解 , 任 取 2 个 产品 是 有 顺序 的 ,基本 事件 总 数 n = А =90,4 
的 有 利 场合 数 * А = 44 = 12, 于 是 所 求 概率 为 


| р: = РА) = =15: 


法 2 ЖИ, GR? 个 产品 是 不 计 顺 序 的 ,基本 事件 总 数 ni = Cj = 
45,4 WARJEN = С; =6, 于 是 所 求 概率 为 
2 


РА) = 


(2) 法 1 按照 第 一 种 理解 , 任 取 2 个 产品 是 有 顺序 的 ,基本 事件 总 数 n= At = 90, В 
WARAY Е, = ALAL + 4444= 48, 于 是 所 求 概率 为 


法 2 按照 第 二 种 理解 , 任 取 2 个 产品 是 不 计 顺 序 的 ,基本 事件 总 数 л, = Ci = 
45, B 的 有 利 场合 数 刀 z = СЕС = 2А, Бум 


8 
157 


(3) 由 题 意 知 ,这 时 需要 考虑 顺序 . 基本 事件 总 数 n, = At = 90, C  ЯЯ АЖ k, = 
4444=24, 于 是 所 求 概率 为 


p. = P(B) = 22 Ер ш 


由 于 述 解 法 可 见 ,对 于 (1)、(2) 用 排列 或 者 组 合 都 可 以 ,对 于 (3) 就 需要 用 排列 了 . 

3. 计算 古典 概率 ,要 正确 求 出 基本 事件 总 数 和 事件 的 有 利 场合 数 . 考虑 欠 全 面 时 ,容易 
发 生 重 复 计算 或 者 漏 算 的 情况 . 

让 我 们 通过 下 面 的 例子 来 分 析 重 复 计算 和 漏 算 是 怎样 发 生 的 ， 

A 一 年 有 过 个 月 ,假定 每 人 出 生 在 任何 一 个 月 份 是 等 可 能 的 . 任 选 四 个 人 , 求 下 列 事 
件 的 概率 : 

(1)4: 四 个 人 出 生 的 月 份 全 不 相同 ; 

(2)8B: 四 个 人 中 至 少 有 两 个 人 出 生 月 份 相同 . 

解 ” 基 本 事件 总 数 n = 12 = 20736. 

(DA 的 有 利 场合 数 司 = Ah = 11880, 于 是 所 求 概率 为 


_ _ 1 _ 55 
p = Р(А) = п 9 


* 习惯 上 , 称 4 中 的 基本 事件 数 为 A 的 有 利 场合 数 . 
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(2) 由 于 B= 4, 于 是 所 求 的 概率 为 


— А4 
меР(В)-РОУ-1-Р(А)-1--4-06 . 1 


12% 20736 96° 
对 于 B 的 有 利 场合 数 似乎 还 有 下 述 两 种 求法 ; 
外 四 个 人 中 至 少 有 两 个 人 出 生 月 份 相 同 可 如 下 实现 :四 个 人 中 先 任 取 两 人 ,他 们 的 出 生 的 
月 份 相同 ,可 以 是 一 年 中 任意 一 个 月 ;另外 两 个 人 的 出 生 月 份 分 别 是 一 年 中 任意 的 月 份 . 由 此 
可 得 B 的 有 利 场 合 数 为 k= C3x12x12, 于 是 所 求 的 概率 为 


kz 1 
Рэ = n 2° 


КЛР ДА ЕВ БВ И h F 3:38 АЕ A th k: ЯН 0481) 45: 
有 三 人 出 生 月 份 相同 . 恰 有 四 人 出 生 月 份 相同 ,这 三 种 情况 互 不 相 容 . 由 此 可 得 В 的 有 利 场 
AH = СЇх12х11х10+ Сіхі2хі1 а C4x12=12x705, 于 是 所 求 的 概率 为 


ае 
显然 ,(2) 的 上 述 两 种 解法 都 是 有 错误 的 .在 GD 中 , В АВО EUA ЕО, 
В 的 有 利 场合 数 有 测算 .下面 让 我 们 具体 分 析 一 下 ， 
EOD, B 的 有 利 场合 数 在 下 述 三 种 情况 中 都 有 重复 计算 的 情形 发 生 : 
a. 了 四 个 人 中 有 两 人 出 生 月 份 相同 , 另 两 人 出 生 月 份 也 相同 (但 与 前 两 人 出 生 月 份 不 同 ). 


在 这 种 情况 下 ,把 四 人 分 成 二 人 、 二 人 的 两 个 小 组 共有 -> x Сї = 3 种 可 能 的 分 法 ,而 不 是 C= 


6 种 可 能 的 分 法 . 实际 上 ,不 妨 设 四 人 为 张 . 王 、 李 、 赵 . 分 成 二 人 ,二 人 的 两 个 小 组 的 三 种 分 
法 为 张 .于 |,[ 李 , 超 ;[ 张 .地 ,全 . 坡 ; 达 .于 |,[ 弱 . 盐 ; 再 没有 其 他 的 分 法 了 . 因此 ,在 这 种 情 


况 下 ,有 利 场合 数 为 方 C3 x 12 x 11, 而 不 是 在 总 中 所 计算 的 С2 х 12x 11. 也 就 是 说 ,对 于 这 种 


情况 ,在 PERTE CYx 12 x 11 个 有 利 场合 数 . 


b. 四 个 人 中 有 三 人 出 生 月 份 相同 , 舅 一 人 出 生 有 上 月份 与 前 三 人 不 同 ., 在 这 种 情况 下 ,把 四 人 
分 成 三 人 .一 人 的 两 个 小 组 共有 G3 种 可 能 的 分 法 ,而 不 是 在 总 中 所 计算 的 С2 х Сі 种 可 能 的 
分 法 ,原因 如 下 ,比如 张 . 王 、 李 三 人 出 生 月 份 相同 , 赵 出 生 月 份 与 他 们 不 同 . 这 一 种 情况 我 们 
WA W.E , 李 |, 赵 ;而 在 如 中 ,由 于 是 先 任 取 两 人 ,就 将 这 一 种 情况 误 认 为 如 下 的 三 种 情况 
了 :| 张 . 王 | ,| 李 |, 赵 ; 张 , 李 |.| 于 |, 赵 ;[ 王 , 李 |,[ 张 , 赵 . 因此 ,在 这 种 情况 下 ,有 利 场合 数 为 C3 
x 12x 11, 而 不 是 在 k PIAR Ci x Сіх12х 11. 也 就 是 说 ,对 于 这 种 情况 ,在 ЖЕТ 
2x хохи 个 有 利 场合 数 . 

ec- 四 个 人 出 生 月 份 都 相同 .在 这 种 情况 下 ,仿照 前 面 两 种 情况 的 分 析 可 知 ,有 利 场合 数 为 
C4 x 12, 而 不 是 在 k PITAR Cix Сі х 12. 也 就 是 说 ,对 于 这 种 情况 ,在 总 中 多 算 了 5x СЇ 
x 12 个 有 利 场合 

综 上 所 述 ,B 的 有 利 场 合 数 应 为 成 减 去 上 面 三 种 情况 中 多 算 的 有 利 场合 数 , 即 


x12 -$x С{х12х1-2х С3х12х11-5х Сіх 12 


= 10368 ~ 396 – 1056 – 60 = 8856. 


在 外 中 ,遗漏 了 四 个 人 中 有 两 人 出 生 月 份 相同 , 另 两 人 出 生 月 份 也 相同 (但 与 前 两 人 出 生 
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月 份 不 癌 这 种 情况 . 于 是 в 的 有 利 场合 数 应 为 好 > 加 上 这 种 情况 的 有 利 场合 数 六 Cix 12 x 
11, Вр 


CYx 12x11x10+ сізсіз х хх 


= 7920 + 528 + 12 + 396 = 8856. 

ЖНЯЯ НАТЕ ТЕШЕ, ЖЕЕ Si W ADA ҢЫ. 
ХА ВЕР 7-ЛСА ІСІ ЕЕ 77. 

4. 一 些 初学 者 有 这 样 的 想法 :既然 在 概率 的 公理 化 定义 中 规定 了 概率 具有 完全 可 加 性 
(公理 3), 那 么 概率 的 有 限 可 加 性 (性 质 2) 就 自然 而 然 地 成 立 了 ,何必 证 明 呢 ? 这 种 想法 对 吗 ? 

答 ” 这 种 想法 不 对 ,有 这 种 想法 的 初学 者 的 推理 过 程 ,是 利用 了 认为 显然 成 立 的 一 个 命 
题 ;“ 一 个 结论 对 可 列 无穷 多 个 的 情形 成 立 , 对 有 限 多 个 的 情形 也 成 立 ." 实 际 上 ,这 个 命题 是 
不 对 的 . 让 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 这 个 命题 不 对 .自然数 11,2,3,…| 是 可 列 无 穷 多 个 数组 成 
的 集 , 它 存在 一 个 真子 集 {比如 正 偶 数 12,4,6,…1) 与 自然 数 本 身 一 一 对 应 . 实际 上 ,我 们 还 可 
以 得 到 更 一 般 的 结论 “可 列 无 穷 多 个 数组 成 的 集 , 至 少 存在 Беи 2... ” 
而 有 限 多 个 数组 成 的 集 , 它 的 任何 一 个 真子 集 都 不 能 与 其 一 一 对 应 . 所 以 ,有 限 多 个 数组 成 的 
集 不 具有 可 列 无 穷 多 个 数组 成 的 集 的 上 述 性 质 . 912% 
情形 成 立 , 对 有 限 多 个 的 傅 形 未 必 成 立 . 因此 ,虽然 根据 概率 的 公理 化 定义 知道 概率 具有 完全 
可 加 性 ,但 是 概率 具有 有 限 可 加 性 这 条 性 质 还 是 需要 证 明 的 . 

5. 有 些 初学 者 容易 混淆 条 件 概率 PC418)( 或 者 PLB14)) 与 РС 人) 的 区 别 ,认为 P(A 
18)= P(AB). 

Ж 这 种 认为 是 不 对 的 . 我 们 通过 古典 概率 和 几何 概率 的 两 个 例子 来 说 明 РСА(В).Р 
(B14) 与 P(AB) 的 区 别 . | 

1 一 个 班级 有 35 名 同学 ,他 们 组 成 的 情况 如 下 表 ; 


| 从 这 个 班 中 随机 地 任 选 一 名 同学 , 设 
1 4A: 男 同学 ,8; 北 京 籍 
由 古典 概率 知 : 


随机 地 任 选 一 名 同学 既是 男 同学 又 是 北京 籍 的 概率 为 P( 4B) = ж. 
随机 地 任 选 一 名 同学 ,在 已 知 他 是 北京 籍 的 条 件 下 他 又 是 男 同 学 的 概率 为 P(41B) = A 


随机 地 任 选 一 名 同学 ,在 已 知 他 是 男 同学 的 条 件 下 他 又 是 北京 籍 的 概率 为 P(B14) = Е 
+ 例 2 设 S 为 平面 上 的 一 个 短 形 区 域 ,4.B 为 $ 中 两 个 相交 的 贺 ( 如 图 1-1). 
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在 以 5 为 样本 空间 的 几何 概 型 中 , 圆 АИ B ЖОРА l 
相交 的 部 分 是 5 中 的 三 个 事件 ,分 别 用 4、B КАВ ж. НЛ, 
何 概 率 和 条 件 概率 的 定义 知 ; 


_ BRER _ 4 的 面积 
РСВ) = сат РОА) = 3 的 面积 ， 
АВ 的 面积 
Р(АВ) = 8 的 面积 ' 1-1 
_ P(AB) АВ 的 面积 
P(AIB)= рву = BWER” 


_ P(AB) АВ 的 面积 
P(BIA) =P) АРМЕН: 
这 表明 : 


P(AB) 是 АВ 的 面积 与 $ 的 面积 的 比 , P(A18) 是 AB 的 面积 与 8B 的 面积 的 比 , P(814) 是 
AB 的 面积 与 4 的 面积 的 比 . 
6. 为 了 搞 清楚 两 个 事件 相互 独立 与 互 不 相 容 之 闻 的 关系 ,我们 先 证 明 一 个 命题 ， 
命题 1 设 4、8 为 两 个 事件 , 若 
O<P(A)<1,0< P(B)<1, (1.29) 
则 4、B 相互 独立 ,A4、8B 互 不 根 容 ,4 СВЕ 8 C4, 这 三 种 情形 中 的 任何 两 种 不 能 同时 成 立 . 
证 在 条 件 (1.29) 下 ， 


当 A.B 相互 独立 时 ,有 P(AB)= P(A)P(B). (1.30) 
当 A.B 互 不 相 容 时 ,有 P(AB) < Р(А)Р(В). (1.31) 
当 A CB( 或 BCA) 时 ,有 P(AB)> P(A)P(B). (1.32) 


在 条 件 (1.29) 下 , 式 (1.30)、(1.31)、(1.32) 中 的 任何 两 个 不 能 同时 成 立 . 因此 ,在 条 件 
(1.29) 下 ,4.8 相互 独立 ,A、B 互 不 相 容 ,4 C B sü B C4, 这 三 种 情形 中 的 任何 两 种 不 能 同 
时 成 立 . 

命题 1 表明 ;在 条 件 (1.29) 下 , 若 两 个 事件 相互 独立 时 , 必 不 互 不 相 容 ,也 不 一 个 包含 男 一 
个 ,而 只 能 是 相 容 了 . 

在 命题 1 中 ,如 时 去 掉 条 件 {1.29) 情 况 将 如 何 呢 ?” 请 看 命题 2: 

命题 2 若 P(4)=0 或 P(4)=1, 则 4 与 任何 事件 召 相互 独立 ， 

证 # P(A)=0,X АВ СА, O< Р(АВ) = Р(А) =0. 

于 是 Р(АВ) =0= Р(А) = P(A)P(B), 

所 以 4 与 任何 事件 B 相互 独立 . 

Ж Р(А)-1,ЛІ P(A)=1- P(A)=0. 

由 前 面 所 证 知 ,4 与 任何 事件 B 相互 独立 . 再 由 事件 独立 性 的 性 质 2 知 ,4 与 B 相互 独 
Z, E 4 与 B 相 互 独立 . 

另 种 方法 证 明 : 由 P(4)=1 知 P(4)=0, 进 而 有 P(AB)=0. 

X B= АВ\) АВ Н AB УАВ 互 不 相 容 , 故 

Р(А)Р(В) = Р(В) = Р(АВ) + Р(АВ) = P(AB). 
ША 与 上 8 相互 独立 . 
命题 2 表明 :如 果 P(A)=0 或 P(4)=1, 那 么 4 与 某 一 个 事件 B 既 可 以 相互 独立 ,又 可 
一 12 一 | 
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ESHA CER, Ж B = А ВЈ); A 与 某 一 个 事件 C 既 可 以 相互 独立 ,又 可 以 一 个 包含 另 一 
个 (此 时 , 取 C =A 即 可 ). 


四 .典型 例题 
1. ЖА,В 为 任意 两 个 事件 ,化 人 简 下 式 
(AUB)(AU B)(AUB)(AUB) 
分 析 考虑 到 所 需 化 简 之 式 的 特点 ,利用 事件 积 对 和 的 分 配 律 : АВ ЈС = (АД СУ(ВД) 


CORNET, 

Ен ”利用 事件 积 对 和 的 分 配 律 所 给 之 式 化 为 

(AAUB)(AAUB)= (GUB)(GUB)=BB=%. 

2. 设 4、B 为 两 事件 ， 

(1) 若 AB= AU B,WJ 4 与 B 应 满足 什么 关系 ; 

(2) 若 48 = 48, 则 4 与 B 应 满足 什么 关系 , 

分 析 要 充分 利用 事件 的 关系 与 运算 的 一 些 性 质 积 常用 的 关系 式 . 

Ж (1 由 4B=4UB=A4SU4BU4B 知 ,4B САВ 

又 ABAR AR 互 不 相 容 ,从 而 有 ,AB = (AB)(AB)C(AB)(AB) =Ø 

故 AB =8, 从 而 有 ВСА; | 

仿 上 述 推 好 可 得 АВ=@,АШН 4 C B; 

于 是 得 А = В. 

(2)H А8 = А В= АВ, 

д= (АОВ) (АОВ) = (А0 В)АВ = АВ, 
5 = (40 В)Џ(А ОВ) = (АОВ) ОАВ = АВ. 

上 述 两 式 表 明 4 与 8 是 互 为 对 立 事件 , 即 ,4=8B， 

3. 一 射手 向 自 标 射击 3 发 子弹 , A; 表示 第 ; ATA PEARU =1,2,3), 试用 Ada 
А) 及 其 运算 表示 下 列 事件 : 

(1) Bi:3 发 子弹 都 打 中 了 目标 ; 

(2)B,:3 发 子弹 至 少 有 1 发 打 中 了 目标 ; 

(3) 83:3 发 子弹 至 少 有 1 发 未 打 中 目标 ; 

(4)B4:3 发 子弹 至 少 有 2 发 打 中 了 目标 ; 

(5) 8B5:3 发 子弹 从 有 1 发 打 中 了 目标 ; 

(6) B86:3 发 子弹 至 多 有 1 发 打 中 了 目标 . 

М (1)В,-А,А,А);(2)В,- A U AU А»; 

(3)B3= AUAU Аз; X Ву = Ву, Вз = 414243; 

(4) B4 = A A U А1430 4,43; 

(5) В; = ААА, ЈА А,А3 ЈА А43; А, = В, – B= (A U A-U As) — (ALAU A,A; U 
АзАз); 

(6) Be = 414451) 44; Аз ЈА, А АА, А, 43; 由 В; = В, 知 , Be = 4idzU4i43sU4243; 


ан риа —F “v -rw сМ: 74 анна лара ча a Tips... Ру Ут! {ш s. ! 
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或 86: 至 少 有 2? 发 未 中 , 故 Be= Aj AUA A U АА. 

4. RFA n АЙЕ Ял 只 白 球 , 从 袋 中 随机 地 不 放 回 地 将 球 一 只 只 全 部 摸 出 来 ， 试 求 
下 列 事件 的 概率 : 

(0А: R BRRR AHER H 

(2)42: 任 意 两 只 黑 球 都 不 相继 被 摸 出 ; 

(3)A43:n 只 黑 球 连续 被 摸 出 ， 

(4)44: 第 大 次 摸 球 时 第 1 ҚЫЗМЕ (1<Е<л341); 

(5)As: 第 次 摸 球 时 第 1 次 措 到 黑 球 和 且 第 2л 次 摸 到 白 球 (1 елеп); 

(6) A6: 第 次 摸 球 时 第 2 次 摸 到 黑 球 (2< k< n+2). 

分 析 这 是 一 个 用 古典 概率 解决 的 问题 . 首先 要 选择 适合 解决 这 个 问题 的 试验 和 样本 空 
间 ,其 次 要 正确 算出 基本 事件 总 数 和 诸 有 关 事 件 的 有 利 场合 数 . 

解 把 n 只 黑 球 和 nr 只 白 球 都 编 上 不 同 的 号 码 . 将 摸 出 的 2n 只 球 依次 放 在 排 成 一 直线 
的 2n 个 位 置 上 ,就 是 试验 的 一 个 可 能 的 结果 , 即 为 一 个 基本 事件 , 由 此 可 知 基本 事件 总 数 为 
(2n)! . 这 些 基本 事件 发 生 是 等 可 能 的 . 

(1)А, 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 ;在 第 1,3、…、2n -1 个 位 置 上 分 别 放 黑 球 , 有 n! 种 放 
法 ;在 第 2、4、… 2n ЖЕ КАНН п! 种 放 法 . айынан агару 
n! xn! 种 .还 有 在 第 13、…、.2n-1 个 位 置 上 分 别 放 白 球 ,在 第 2.4、…\、2n 个 位 置 上 分 别 
ЖЕЖ, АНЕ . 白 球 恰 好 相间 的 放 法 也 为 am1 x n! 种 . 故 A， MAHE А Жо? x п!хп!. 

жа! I 

于 是 所 求 概率 为 P(41) = ыл. 2. 

(2)42 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 ;n 只 白 球 任意 放 在 n 个 位 置 上 有 nn1 种 放 法 . 对 于 每 一 
种 这 样 的 放 法 ,认为 每 两 只 相 邻 的 白 球 之 间 各 有 一 空隙 ,再 加 第 一 只 白 球 之 前 和 第 n 只 白 球 
之 后 ,认为 共有 n+ CER. 从 这 n+ PERPER 个 放置 n RERA A, ,种 放 法 . 故 
Аз 的 有 利 场合 数 为 n! xA. 


пі XÅn n+l 
于 是 所 求 概率 为 P(A)= = Ca 


(3)4; 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 :将 n 只 黑 球 看 成 为 “一 具 球 ” ,与 n 只 白 球 合 起 来 共有 nn 
+1 只 ,和 将 它们 任意 放置 为 一 列 有 (n+1)! 种 放 法 ,对 于 每 一 种 这 样 的 放 法 n 只 黑 球 又 可 以 
任意 放置 为 一 列 有 nn1 种 放 法 . 故 4; 的 有 利 场 合 数 为 (n+1)! xnl. 


于 是 所 求 概率 为 P(A = акі atl 
2л 


(4)44 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :从 n 只 白 球 中 摸 出 上 - 1 Я ЖТ В k - -1 个 位 置 上 有 
42 种 放 法 ,从 п 只 黑 球 中 措 出 1 只 放 在 第 上 个 位 置 上 有 А! 种 放 法 ,再 将 剩 下 的 {2a - k)+ 
球 摸 出 放 在 剩 下 的 (2n -) 个 位 置 上 有 {2n -)! 种 放 法 . А, 的 有 利 场 合 数 为 Al xA! 
х(2п-&)!. 
An xALx(2n-k)! AKIA! 
于 是 有 所 求 概 率 为 P(A,) = Ог о = £ 


(5) 注 意 到 第 2п 次 要 摸 白 球 ,因此 要 从 n RARPHAH 1 只 放 在 第 2n 个 位 置 上 ,再 考虑 
h n- 只 白 球 中 摸 出 上 -1 只 放 在 前 上 -1 个 位 置 上 . 仿 (4) 可 得 As ЖАЗУ АЁ! x 
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А\1х(2п-(Е+1))\ хА!\. 
к-\ І Е I 541 
于 是 所 求 概率 为 P( 45) = 0А о EDIL As аил, 

(6) 注 意 到 前 天 -1 次 摸 到 天 -2 只 白 球 和 1 只 黑 球 , 放 在 前 所 -1 个 位 置 上 有 xClx _ 
(k- 1)! 种 放 法 ,第 次 措 到 1 只 黑 球 放 在 第 个 位 置 上 有 Atl_! 种 放 法 , 念 (4) 可 得 Aç 的 有 
ай Сх Cl x(k-1)! ХА x(2n- k)! . 

-2 1 КТТ 1 Е 
тов p( = ССО хх Ол Юю! 
_Су?хС„х(Е-1)! ХА 
8 Aš, | 

5. 有 个 人 ,每 人 都 以 二 的 概率 分 配 到 个 房间 中 的 任意 一 间 ( 每 间 房 容纳 人 数 不 限 ,r 
= п). 试 求 下 列 事 件 的 概率 . 

(DA CEH EH > 个 房间 各 有 1 A; 

(2): ай r 个 房间 各 有 1 A; 

(3)A3: 某 指定 的 一 个 房间 恰 有 i 个 人 (0<i<7?); 

(4)44: 恰 好 有 一 个 房间 有 2 个 人 ,其 余 的 每 个 房间 不 多 于 1 个 人 ; 

(5)4s: 怡 好 有 两 个 房间 有 人 ; 

(6)d6: 某 指定 的 --… 个 房间 中 不 多 于 2 个 人 ; 

(7)47: 至 公有 一 个 房间 多 于 1 个 人 . | 

# 把 r 个 人 分 配 到 nn 个 房间 的 一 种 分 法 就 是 试验 的 一 个 可 能 的 结果 , 即 为 一 个 基本 事 
件 . 由 此 可 知 基 本 事件 总 数 为 Ww ,这些 基 本 事件 发 生 是 等 可 能 的 . | 

(ОА) 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :第 1 个 人 可 分 配 到 指定 的 > 个 房间 中 的 任意 一 间 , 有 > 
种 分 法 ;第 2 个 人 可 分 配 到 指定 的 r 个 房间 中 剩 下 的 r -1 个 房间 中 的 任意 一 间 , 有 上 - 1 种 分 
法 ;…，, 等 等 . МА 的 有 利 场合 数 为 r! . 


于 是 所 求 概率 为 P(A) = E. 

(2) A; 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :第 1 个 人 可 分 配 到 a 个 房间 中 的 任意 一 间 有 种 分 法 ; 
第 2 个 人 可 分 配 到 剩 下 的 п -1 个 房间 中 的 任意 -- 间 有 n - 1 种 分 法 … 等 等 . 故 А, 的 有 利 场 
合 数 为 An. 

由 于 А, 也 可 等 价 地 叙述 为 ;n 个 房间 中 任意 的 ; 个 房间 各 有 Л. ЕЖ А, 与 A 的 区 
别 , 故 А) 的 有 利 场合 数 也 可 表示 为 Сұ! = AL, 

于 是 所 求 慨 率 为 Pl) 22, 


(3) hs 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 ; 先 从 r+ 个 人 中 任 取 i 个 人 共有 Ci 种 取 法 ;对 于 每 -- 种 这 
样 取出 的 i 个 人 将 他 们 分 配 到 菜 指定 的 那个 房间 有 1 种 分 法 ;再 把 剩 下 的 (r+ - i 个 人 任意 分 
配 到 n -1 个 房间 去 有 (n -1)”' 种 分 法 . Аз 的 有 利 场合 数 为 Cix lx (a-1) t= Cr(n ~ 
Шал 


于 是 所 求 概率 为 P(h3) = EUD 
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(4) 44 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 : 先 从 п 个 房间 中 任 取 … 间 有 С 种 取 法 ;再 从 r 个 人 中 
作 取 2 个 人 有 С 种 取 法 ;对 于 每 - -种 这 样 取出 的 2 个 人 分 配 到 任 取出 的 那 一 间 房 中 去 有 1 种 
分 法 ;最 后 将 剩 下 的 (r -2) 个 人 分 配 到 n -1 个 房间 中 去 划 每 间 最 多 1 人 ,由 A 的 有 利 场合 数 
ВІНА АУЕ. 故 А, 的 有 利 场 合 数 为 СС? А. 


tel 4r-2 
于 是 所 求 概率 为 P(44) = айка, 


(5)4s 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :从 п 个 房间 中 任 皮 两 本 有 СЇ 种 取 法 ;对 于 每 一 种 这 样 
的 取 法 将 > 个 人 分 配 到 这 两 间 房 的 分 法 为 27 种 ,但 这 里 面包 舍 了 有 一 个 房 各 空 (项 + 个 人 都 
分 配 到 一 -个 房间 ) 的 2 种 分 法 ,要 使 这 两 则 房 都 有 人 应 去 掉 这 2 种 分 法 . 故 А, 的 有 利 场合 数 
为 C -2). 


2 г 
于 是 所 求 概率 为 Plas) = 2-22). 


(6) 设 B, ARMERIA i TAC =0,1,2), ША, = BoU B U B, E. Bo. В.В, HAH 
Жон ЖИН R E WERA (3A , РКК У 


= 
Р(А;) = Хх Р(В;) = 一 [Cn = 1)" + Са - 1)" + Ci(n ~- 1) 2). 


(7) 由 4; = A; 知 , 所 求 概率 为 
P(A) =1- РСА) 1-2, 

6. 甲 、. 乙 二 人 进行 一 种 游戏 ,规则 如 下 :每 掷 一 次 (均匀 的 ) 硬 币 ,正面 朝 上 时 甲 得 1 分 乙 
得 0 分 ;反面 朝 .上 时 甲 得 0 分 乙 得 1 分 ;直到 谁 先 得 到 规定 的 分 数 为 赢 , 赢 者 获奖 品 . 当 游 戏 
进行 到 甲 还 差 2 分. 乙 还 差 3 分 就 分 别 达到 规定 的 分 数 时 , 因 故 游戏 停止 . 问 此 时 如 何 分 奖品 
ан , 乙 才 算 公平 . 

Яя 为 了 确保 公 半 ,设想 把 游戏 进行 到 能 分 出 输赢 为 止 . 在 所 得 到 的 各 种 可 能 结果 中 
看 甲 赢 和 乙 赢 的 有 利 场合 数 各 是 多 少 , 按 甲 乙 所 赢 的 概率 之 比分 奖品 是 公平 的 . 

解 为 了 能 分 出 输赢 还 要 掷 硬 币 2+3-1=4 次 ( 少 于 4 次 ,有 些 情 形 分 不 出 输赢 ) ,所 有 
可 能 结果 即 基 本 事件 总 数 为 A = 16, 这 些 基 本 事件 发 生 是 等 可 能 的 . 


甲 赢 即 正面 朝 上 至 少 2 次 , 甲 赢 的 有 利 场合 数 为 G+ C3+ C4 = 11, 故 POM) =E. 

乙 赢 即 反 曾 朝 上 至 少 3 次 , 乙 赢 的 有 利 场合 数 为 + C4 = 5, 故 P( 乙 赢 ) = 2. 

Ж 11:5 分 奖品 ,对 甲乙 二 人 是 公平 的 . 

入: 此 题 是 历史 上 有 名 的 得 分 问题 ,也 称 分 赌注 问题 .上述 解 法 是 应 用 古典 概率 解决 实际 
问题 的 一 个 典型 例子 ， 

7. n 双 不 同 的 鞋子 共 2n 只 ,随机 地 把 它们 分 成 n PARRE RA ТИ ИНН Ж» 
双 鞋 (事件 4) 的 概率 . 

# 法 1 将 2n 只 鞋 由 左 至 右 排 在 一 条 直线 的 2n 个 位 置 上 ,每 一 个 这 样 的 排 法 就 是 试 
验 的 一 个 可 能 的 结果 , 即 为 一 个 基本 事件 . 故 基 本 事件 总 数 为 (2n)! . 这 些 基本 事件 发 生 是 


等 可 能 的 . 
4 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :第 一 个 位 置 上 的 鞋 可 从 2n 只 鞋 中 纤 取 1 只 有 2x 种 取 法 ， 


Tr nn 
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ЖО ТЯ ЕАН Ч ЧЕ ЕЮ Н НЛА Т: Ив ЕЕ 
п М (2п- 2) REPER] HA (2а - 2), PB Uq u КИЮ Н ЕУ УШ 1: BJ BE 
只 鞋 配 对 才 行 只 有 1 种 取 法 …… 等 等 . H ЕШ, УУ А КИ ИКАН 2a, (2n 一 2) 

2 种 取 法 ,偶数 号 位 置 上 的 鞋 都 只 有 工种 取 法 А 的 有 利 场合 数 为 2n x (2n -2)x-…x2= 


(2п)!!. 
| ге _ (2а) и ха! 
于 是 所 求 概 率 为 P(A)= Оһ) = (2л)! ` 
法 2 设 4 为 第 ;个 两 只 鞋 恰 成 -… 双 鞋 人 =1,.2……m) 则 有 
ea 
第 一 个 两 只 鞋 恰 成 一 双 的 概率 可 如 下 计算 :第 一 个 两 只 鞋 可 以 2n 只 鞋 中 任 取 2 只 有 G, 


种 取 法 ;4， ee оп} 2. еи сонан, ERI 只 与 已 取 的 左 
l 
脚 的 鞋 本 对 的 右 脚 的 鞋 只 有 1 种 取 法 ; 故 所 求 的 概率 为 P(41) Fi 


ER- ARREN- 3 F F ,第 二 个 两 只 鞋 也 为 -- 双 的 概率 可 如 下 计算 :第 -一 个 两 只 
Жау А. (2п- 2) 只 鞋 中 任 取 2 只 有 C3,_2 种 取 法 ;第 二 个 两 只 鞋 为 一 双 , 即 从 n - 1 只 左 脚 的 鞋 
中 任 取 1 只 有 Cl к=, 再 取 1 只 与 已 取 的 左 脚 的 鞋 配 对 的 右 脚 的 鞠 只 有 1 АЗА; БЕЛТ 


求 的 概率 为 P( A141) = 


с N 
依 此 类 推 可 知 : P(As1414,) = E бы ә ГАЛА А joo. 
-4 
[B 个 事件 的 乘法 公式 知 ,所 求 的 概率 为 
и 


Сіз C2 (2n)!' 

8. 从 0 至 9 这 10 кн 中 任 取 4 个 数字 由 左 至 右 排 成 一 列 , 问 能 排 成 四 位 数 的 偶数 
(事件 4A) 的 概率 是 多 少 ， 
Әт 把 一 个 事件 表示 为 容易 求 出 概率 的 一 些 事件 的 运算 ,这 是 求 事件 概率 的 一 个 重要 
的 方法 . | 

М 从 0 至 9 这 10 个 数字 中 任 取 4 个 数字 由 左 至 右 排 成 一 列 ,每 -个 这 样 的 排列 就 是 试 
验 的 一 个 可 能 的 结果 , 即 一 个 基本 事件 . 故 基本 事件 总 数 为 А. 这 些 基 本 事件 发 生 是 等 可 能 
的 . 

法 1 É 4 为 于 位 数字 为 奇数 的 四 位 数 的 偶数 , A 为 千 位 数字 为 偶数 的 四 位 数 的 候 数 . 

ШЇ A= A VA, ANA = 0 

A 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :从 5 个 奇数 中 任 取 1 个 放 在 千 位 有 Cs 种 取 法 ;从 5 个 偶数 
中 任 取 1 个 放 在 个 位 有 C; 种 取 法 ;再 从 镜 下 的 8 个 数字 中 任 取 2 个 一 个 放 在 百 位 一 个 放 在 十 
位 有 АЖЕ; А, 的 有 利 场合 数 为 САС. 

注意 到 千 位 上 的 数字 不 能 是 0, 仿 上 面 的 讨论 可 得 A, 的 有 利 场 合 数 为 CACH. 

于 是 P(A)= P(4U42) = Р(А,) + Р(А,) 


Шы шыкка шарага кыайар аны анан наннан -. 
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=—1-[С1А?С1 + діс) = 各. 
法 2 15 B8,: 任 取 4 个 数字 由 左 至 右 排 成 一 列 且 个 位 数字 为 偶数 ， 
B,: 任 取 4 个 数字 由 左 至 右 排 成 一 列 且 个 位 数字 为 偶数 和 干 位 数字 为 0. 
则 A = B, - В,, В, DB,. 
仿 法 1 中 的 讨论 可 知 ;B) HERDER ACL, В, 的 有 利 场合 数 为 C148C1， 
TË P(A)= P(B- B,)= P(B) – P(B,) = Uc — А С) =: 
i 10 


9. ЖАМЫНУУ a 次 , 求 出 现 的 点 数 之 积 能 被 10 整除 的 概率 ， 
解 ” 仿 典型 例题 5 知 , 基 本 事件 总 数 为 6". 这 些 基 本 事件 发 牛 是 等 可 能 的 . 
ША: ЖЕТ n 次 出 现 点 数 之 积 能 被 10 整除 ， 
ВЕТ 次 至 少 出 现 一 次 5 扣 ， 
СЕТ n 次 至 少 出 现 一 次 偶数 点 . 
ДІ 4 = BC, 从 而 有 A= BC= BU C. 
又 В.Н n 次 不 出 现 5 点 , 即 出 现 1.2.3.4.6 点 ， 
CHRT ”次 不 出 现 偶数 点 , 即 出 现 1.3.5 点 ， 
ВСЖЕТ 次 不 出 现 5 点 又 不 出 现 偶数 点 , 即 出 现 1.3 点 . 
由 上 述 讨 论 易 知 :B 的 有 利 场 合 数 为 5",C 的 有 利 场 合 数 为 3",BC 的 有 利 场合 数 为 2". 
十 是 所 求 概率 为 
P(A)= P(BC)=1- P(BC)=1- P(BUC) 
=1-(Р(В)+Р(С)-Р(ВС)) 
21-4059 +3929). 
现在 介绍 组 合计 数 中 常用 的 -一 个 公式 . 
将 n 个 不 同 的 对 象 分 成 k 组 ,第 - -组 为 r| 个 ,第 二 组 为 ы 个 ,…, 第 上 组 为 ry 个 (r+ гу + 
ект п), КТА ВУЧЕ 


р. (1.33) 


式 (1.33) 可 如 下 证 明 ; 先 从 n PARRER r 个 为 第 一 组 ,从 剩 下 的 4na - ri) Ж r 
为 第 二 组 ,…, 最 后 从 剩 下 的 л-р rn APER л, 个 为 第 上 组 ,由 组 合 的 概念 
知 所 有 不 同 的 分 法 为 | | | 
біліс. хаса 


г, aT ен. 


a 

ору! (п-т)! гә! (п-ғ-ғ;)! ғ! (п-т-г)-с--т)! 
F jË 
7 г! г! "=> г! 

КЕБ) ЙА Б ДИ 10 要 用 到 式 (1.33) 

10. 将 含有 3 名 优秀 生 的 15 名 学 生 随 机 地 分 成 三 个 5 人 小 组 . 求 下 列 事件 的 概率 ， 

(1)4 :每 个 小 组 各 有 1 名 优秀 生 ; 

(2)B8:3 名 优秀 生 分 到 一 个 小 组 ; 
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(3)C:3 名 优秀 生 有 2 名 分 到 -个 小 组 , 另 一 名 分 到 另 一 个 小 组 ， 

М8 由 式 (1.33) 知 ,15 名 学 生 随 机 地 分 成 三 个 5 人 小 组 所 有 不 同 的 分 法 为 5 агат 5 -pi 
是 基本 事件 总 数 . 这 些 基本 事件 发 生 是 等 可 能 的 ， 

(DA 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 :将 3 名 优秀 生 分 到 三 个 小 组 每 组 1 人 的 分 法 总 数 为 31; 
12 名 其 他 学 生 分 成 三 个 4 人 组 的 所 有 分 法 为 二 而. 故 4 的 有 利 场合 数 为 31 ТЕГІ 
二 是 所 求 概率 为 


3! х12!/ 15! _ 25 
P(A)= ГД 21] 5 51 519г: 


(2)В лке 将 12 名 其 他 学 生 分 成 2 个 人 5 个 人 ,5 个 人 的 三 个 组 的 


所 有 分 法 为 了 :si + sr sts (第 一 项 表示 第 一 组 为 2 人 ,第 二 二 组 各 5 人 ;第 


二 项 表示 第 二 组 为 2 人 ,第 一 .三 组 各 5 人 ;第 三 项 表示 第 三 组 为 2 人 ,第 一 、 二 组 各 5 人 .) 哪 


一 组 为 2 人 ,3 名 优秀 生 就 分 到 这 个 组 ,只 有 1 种 分 法 、 i B 的 有 利 场合 数 为 37 .3 5 х3. T 
是 所 求 概率 为 


12! х3 151 6 
Р(В) =» БЕЛГЕСЕ! 51 51791: 


(з)сС A i 12 名 其 他 学 生 分 成 3 个 人 .4 个 人 .5 个 人 的 三 个 组 
(考虑 到 组 的 序号 ) 的 所 有 分 法 为 5 二 2! Е x31, 将 3 名 优秀 生 分 成 2 个 人 .1 个 人 的 二 个 组 有 
С; 种 分 法 ,对 于 每 О и 特 另 1 名 优秀 生 分 到 4 


个 人 的 那个 组 ,只 有 1 种 分 法 . ik C 的 有 利 场合 数 为 3 各 51 51 х3! к. 于 是 所 求 概 率 为 
12! x3! l 15! _ 6 
31 41 51 51 5! 5! 91” 

H. 某 楼 一 层 有 304.4 5 人 要 乘 电 梯 ,假定 每 个 人 选择 哪 部 电梯 是 随机 的 . Ж 
这 3 部 电梯 每 部 都 有 人 的 概率 ， 

ж ” 仿 典 型 例题 5 知 ,基本 事件 总 数 为 3. 这 些 基 本 事件 发 生 是 等 可 能 的 . 

设 4:3 部 电梯 每 部 都 有 人 ， 

Жі 再 设 41:3 部 电梯 中 一 部 有 3 人 , 另 两 部 各 有 1 人 ， 

АЗ 部 电梯 中 一 部 有 1 人 ,和 田 丙 部 各 有 2 入 . 

Mj A =A UA, Н A,A; = 0. 

А, 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 :将 5 个 人 分 成 3 个 人 ,1 个 人 1 个 人 的 三 个 组 ( 考 虑 到 组 的 


序号 ) 的 所 有 分 法 为 4 六 -7 X3, 约 定 第 i 组 的 人 进入 第 i 部 电梯 (i= 1,2,3) ,这 样 对 分 好 的 
三 个 组 进入 3 部 电梯 的 方法 只 有 1 种 . i s 


同 理 可 得 А, 的 有 利 场合 数 为 - 
于 是 所 求 概率 为 


Р(С) = 


ТЕ | 1 21 Х3. 


P(A)= P(A UA) = P(A) + P(A,) 
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х3 + - х3) = 2. 


ТШЕ: 51 
7 35:31 ИЕТ і! 11 212 
法 2 ШИВ: 部 电梯 中 至 少 有 1 部 无 人 ， 


В;:3 部 电梯 中 第 і 部 无 人 ,(i = 1,2,3). 
则 В = Ов,,В,, Bs. B, PENHA. 


Ж Р(В) = P(Ü во = È PCB) - 2. РСВ) + РСВІВ,Вз). 


lgi<jg3 
仿 上 典型 例题 9 知 
3-19 121 
РОВ) = 35 -(2) 1122,3. 
= 5 1 5 | 
р(вв) = 2-2 [ L) i<j 
РВ, В, В) = 0. 
”又 A4=8, 于 是 所 求 概率 为 
— 5 5 
P(A)= РСВ) =1-Р(В) =1-(2) кз+ (1) oR 0 


注 : 当 电 梯 为 m 部 采 电 梯 的 人 数 为 (n> mii, ARA 2 求 此 题 的 解 . 

12. (([1)1.31)* 袋 中 有 4 个 球 分 别 编 有 号 码 1.2.3.4. 从 袋 中 随机 地 取 球 每 次 取 1 + 
( 取 后 不 放 回 ) , 共 取 4 次 . 求 4 次 肥 球 中 至 少 有 一 次 取得 的 球 的 号 码 恰 与 取 球 的 次 数 相同 的 
概率 . 

Е ”把 4 个 编号 的 球 随机 地 -一 取出 依次 放 在 … 直 线 的 4 个 位 置 上 就 是 试验 的 一 个 可 能 
结果 , 即 基本 事件 . 由 此 可 知 基本 事件 总 数 为 41 . 这 些 基 本 事件 发 生 是 等 可 能 的 ， 

Ë: 4:4 次 取 球 中 至 少 有 一 次 取得 的 球 的 号 码 恰 与 取 球 的 次 数 相同 . 

Жі РЫЙ 8:4 次 取 球 中 每 次 取得 的 球 的 号 码 与 取 球 的 次 数 都 不 相同 , 

B 的 有 利 场合 可 分 三 种 情况 分 别 计算 ; 当 第 一 次 取 2 号 球 时 ,有 3 个 基本 事件 四 @@O@D、 
2ФОФ.ФОФФОЯЖҒ 8(@@O@O 表 示 第 一 次 取 2 号 球 ,第 二 次 取 3 号 球 ,第 :三 次 取 4 S 
球 ,第 四 次 取 1 号 球 , 其 余 类 推 ); 同 理 , 当 第 一 次 取 3 号 球 和 第 一 次 取 4 号 球 时 ,都 各 有 3 个 基 
本 事件 属于 8. 故 B 的 有 利 场合 数 为 3x 3， 

又 4 = 上 B, 于 是 所 求 概率 为 

3х3 


P(A)= P(B)=1- Р(В) =1= Tr 
法 2 再 设 :4 次 取 球 中 恰 有 i 次 取得 的 球 的 号 码 与 到 球 的 次 数 相同 (i =1,2,3,4). 
W B, B, Bs B SRB B B, = 0, 
X A= В, 
B, 的 有 利 场合 可 分 四 种 情况 分 别 计算 ; 当 第 一次 取 1 号 球 时 ,有 2 个 基本 事件 CGOO， 


QD 属于 Bl; 同 理 , 当 第 二 次 取 2 S pk .第 三 次 取 3 号 球 积 第 四 次 取 4 号 球 时 ,部 各 有 2 个 
基本 事件 属于 B. 故 B. 的 有 利 场合 数 为 2 x 4. 


_ >. 
=. 


* Шаа SB [118 1.31. 
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B, 的 有 利 场合 数 可 如 下 计算 ;4 次 取 球 中 恰 有 2 次 球 的 号 码 与 取 球 的 次 数 相同 有 C; 种 
可 能 ,其余 2 次 球 的 号 码 必 须 与 取 球 的 次 数 不 同 这 只 有 1 种 可 能 . 故 В, 的 有 利 场 合 数 为 C4 
=6. 

В)-0,% В. 的 有 利 场合 数 为 0. 

显然 , Bs 的 有 利 场合 数 为 1， 

于 是 所 求 概 率 为 


P(4) = P( Ù B.) = Š; PCB) = 1102х4+6+0+1)=3 
法 3 FRA: i 次 取 球 时 恰好 取 到 ; 号 球 (= 1,2,3,4) , 则 
| A= UA 
于 是 PL4) = P(Ú A.) 


= $ PUD- > P(AA.) + УЭ ОР ААА) - РСА А4344). 


1x3! 1 
又 P(A;) = 4! = 4° :(і-1,2,3,4), 


| 
Р(АДА)- PDP IA) х х +. (1еі</«4) 


P(AAA.) = Р(А)Р(АЛА)РСА АА) =F x T (Igi<j<k=<4) 


Р(А,А,АзА;) = т: 
综合 上 述 结果 ,所 求 概率 为 


1 1 i 1 j 

P(A)= РСЈА) = Сх z- хх хахха. 
21.1.1221 
"a 41: 


注 : 当 球 的 个 数 上 “>4 时 , 仍 可 用 法 3 求 此 题 的 解 ， 

小 结 ” 求 事件 的 古典 概率 应 注意 两 点 ， 

(D 选 拌 远 合 解决 该 问题 的 试验 与 样本 空间 ,正确 算出 基本 事件 总 数 有 关 事 件 的 有 利 场合 
数 ,避免 重 复 计 算 或 漏 算 . 请 参看 典型 例题 中 的 4 题 \5 题 ,10 题 和 问题 与 思考 中 的 3 题 . 

@ 利 用 事件 之 间 的 关系 与 运算 ,把 所 求 概率 的 事件 表示 为 容易 求 出 其 概率 的 一 些 事件 的 
运算 ,再 利用 概率 的 性 质 计算 出 所 求 的 概率 . 请 参看 典型 例题 中 的 8 题 .9 题 .11 题 和 12 题 . 

13， 一 个 袋子 装 有 n 个 球 ,分 别 标 有 号 码 1.2、…*n. $A Sh A W lb k KR, ЫК 
取 1 个 . 求 了 所 取 的 个 球 的 号 码 最 大 者 为 m(l1<m nn) 的 概率 . 

Ят 将 “所 取 的 & 个 球 的 号 码 最 大 者 为 m” 这 个 事件 表示 为 易 求 出 概率 的 一 些 事件 的 运 
算 , 是 求解 此 题 的 关键 . 

解 ” 仿 典型 例题 5 知 ,基本 事件 总 数 为 不 ,这 些 基本 事件 发 生 是 等 可 能 的 . 

法 1 设 和 :所 取 的 个 球 的 号 码 最 大 者 为 m， 

8B;: 所 取 的 个 球 中 恰 有 :个 号 码 为 m, 其 余 的 号 码 都 小 于 m,i = 1,2,… ,外 ， 


ША-Ов,Ң B Boo Bi ЕЖ. 
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又 B, 的 有 利 场 合 数 可 如 下 计算 :在 次 取 球 中 任意 选择 i 次 有 Ci ГЕ 1 i 次 取 球 的 
号 码 都 为 m 只 有 1 种 可 能 ,和 镜 下 的 (i) 次 取 球 , 球 的 号 码 可 在 1 至 (m -1) 中 任 取 , 有 (m - 
1)*“ i 种 可 能 . В, 的 有 利 场合 数 为 Cx1x(m-1)*i. 

于 是 所 求 概率 为 


P(A)= РОВ) = > Р(в) =Í D cm) 


ізі n i 


= 点 [ 立 cim- Ә-С (т 1)*] 


= (тк - (m 109). 
法 2 再 设 4;: 所 取 的 天 个 球 的 号 码 都 不 超过 ;= m- 1. т, 
则 4=4 -4 E An 2А. 
RIR 1 IA POA) = 26 PCa 1) = E, 
于 是 所 求 概 率 为 
Р(А) = Р(А„- A, 1) = P(A,)- P(A,.)) 
= (тё - (m -1)*). 
14. 10 件 产品 中 有 4 件 不 合格 ,从 中 任 取 2 件 .已 知 所 取 的 2 件 中 有 1 件 是 不 合格 品 ， 
求 另 1 侍 也 是 不 合格 品 的 概率 . | 
Ят ”此 题 是 求 条 件 概率 . 关键 是 正确 理解 “已 知 所 取 的 2 件 中 有 1 件 是 不 合格 品 ” 这 名 
话 的 含义 ,这 和 句 话 等 价 于 “已 知 所 取 的 2 件 中 至 少 有 1 件 是 不 合格 品 ”. 
Ж 设 中 :所 取 的 2 件 中 有 1 件 是 不 合格 品 , 即 所 取 的 2 件 中 至 少 有 1 件 是 不 合格 品 ， 
4: 所 取 的 2 件 中 另 1 件 也 是 不 合格 品 , 即 所 取 的 2 件 都 是 不 合格 品 ， 


由 古典 概率 知 ， 
_G_2 T E 6-2 
кушы се жалшы ы ыда 3” 


ХВОА,ТЕМЖИЖЯ 


_ РХАВ) P(A) 1 
Р(А1В)- P(B) P(B) 5 


15. XR OAR F ,已 知 圣 少 出 现 了 一 个 1 点 , 求 至 少 出 现 两 个 1 点 的 概率 , 
М 设 4: 掷 10 颗 山子 至 少 出 现 一 个 1 点 ， 

В: 10 882 F 22 HW 1 点 ， 

C: 掷 10 888 УЮН НЯ T 1 A, 
M| В-А-С,НАОВ,А2С. 


由 古典 概率 知 : P(4)=1- Р(А) =] -$5 P(C) А 0х2. 
X Р(В) = P(A)- P(C), 于 是 所 求 概率 为 


258 10x5 
p(BIA)= РАВ) Р(8) 6% 6% 659-3х5! 
- P(A) 7 Р(А) 510 = 610 _ 510 + 
- 69 
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16. @тННЖК,ЖЕ# - 4 EKAR PRH REA, ВА HPR . 求 第 л 次 
措 球 时 措 到 和 白 球 的 概 府 . 
解 ” 设 4A: 第 i 次 摸 球 时 摸 到 白 球 ,i=1,2、…、n, 则 所 求 概率 为 P(A,). 
依 题 意 知 ,4 :第 n 次 措 到 黑 球 , 即 前 (n - 1) 次 措 到 的 都 是 白 球 ,第 п 次 摸 到 黑 球 , 即 
А = А|А›А„_1А„. 
由 概率 的 性 质 和 乘法 公式 得 
Р(А,) =1- Р(А,) =1- P(A А-А, 1А,) 
=1- P(A) Р(А А): P(A, al A Ar AnD РСА, A Ar An) 
п-1 n 
-1-(2 xy=1-[2) 5 
17. C P(A)=a,P(R)=b,P(BIA)=c,B а<1,5<1. Ж P YAUB).P(AIB). 
分 析 ”考虑 到 题目 所 给 的 条 件 ,用 关系 式 4UB=4U48 求 P(4UB) 较 简便 ， 
# :Ш AU B= AUAB HA AB 互 不 相 容 , 得 
P(AUB)= Р(А) + Р(АВ) = Р(А) + Р(А)Р(ВІА) 


=a+(1-a)c. 
у PIB) -POR „ Р(А)РСВІА) _(1-а)(1-с) 
P(B) ` P(B) ü i-d , 
TE, Р(АЇВ) =1- PIB) =1- 000-0), 


ШІН AB=-(AUBp)- B BAUB 5B,# 


p(a iB) -PUB Р(АУВ)-Р(В) аз(1-а)с-% 
P(B) Р(В) 1-5 


18. AFA 12 个 乒乓 球 ,其 中 9 个 是 没有 用 过 的 . 第 一 次 比赛 时 从 盒 中 任 取 3 个 球 ,都 
用 过 后 仍 放 人 盒 内 ;第 二 次 比赛 时 再 从 盒 中 任 取 3 个 球 . 求 第 二 次 比赛 时 所 到 得 的 3 个 球 都 
是 没有 用 过 的 概率 . 

分 析 这 是 - 道 较 典型 的 用 全 概率 公式 求解 的 题目 . 在 解 题 中 用 到 了 两 个 组 合 公式 进行 
计算 上 的 化 简 . 

Ж i 4: 第 二 次 比赛 时 任 取 的 3 个 球 都 是 没有 用 过 的 ， 

Bi: 第 一 次 比赛 时 任 取 的 3 个 球 中 恰 有 i 个 是 没有 用 过 的 ,i=0.,1.、2.、3， 

HJ Bo, BiB, Bs 为 一 完备 事件 组 . 


由 古典 概率 知 : 
єў 

P(B;) = aa ‚Р(А1В) = дг, 

于 是 由 全 概率 公式 ,得 | 

3 

Р(А)- 2, AER s ig *6_, 

(с): 2 
ақа" 42. Ë = 0.146. 
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在 上 述 推导 中 ,用 到 了 两 个 组 合 公式 : 
СЪС _; = Са Фф; 
2, ССЗ‘ = 9. 

9. 设 昆虫 产 n Н р =e ,n=0.1、…, 其 中 常数 >0. 又 设 一 个 虫 卵 能 
孵化 为 昆虫 的 概率 为 p(0 < p < 1)， еа . 求 此 昆虫 的 下 一 代为 m 条 的 
КЖ. 

解 设 4: 此 昆虫 的 下 -~- 代 为 m Ж, 

В, Қ Шу п р, п =0,1,2,— 

则 Bo, В.В, 为 一 тнк: B. 


P(B, js% =у т 0,1,2, 
АЗЕЛЯ H ИЗДЕ ИМ. 
кад] ОТ” ú ram 


于 是 由 全 概率 公式 ,得 


= = па А 
Р(А) = Ж Р(В,) Р(АІВ,) = >< Стр" - p)"-" 
n=0 л=т ? 


— A'e? ! 

= УУ е ЕТЕР а Шаш 
Ору", A TET 

m! (п-т)! 


= Ор)", -А. АП) - pT- 
m! 


9. 甲乙 二 人 分 别 独 立地 掷 一 низа. ИТТЕН Жо. RPR 
ЕЖ Z НІНЕ КЖ” ЖИЕ. 

Ж ЖІ 引 人 记 号 

Н.Н ӨЗІДЕ n+1 次 投 搓 中 甲 掷 出 正面 .反面 的 次 数 ， 

бі. ТАНЕ п ЖЕКО ЈЕ ААК, 

НАТЕ п KERE PRH EH НАҚ. 

没 4= Ir > Zl, | | 

В; = > 21, В = < Zl, B; = ІҢ z = 2, |, 0 В. В. Ву 为 … 完 备 事件 


再 设 РОВІ) = ,根据 对 称 性 知 Р(В,) = P(Bi) =p, РА Р(В,) =1- 2р. 
又 P(4180) =1,Р(А1В,) =0,Р(А1В3) =, 
于 是 由 全 概率 公式 ,得 | 
P(A)= Ў) P(B)P(A1B) = prisne ыз], 


法 2 沿用 法 1 中 的 记号 ， 所 求 概率 为 
24 — 
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P(A)= P| к > 2, | 
又 | 甲 上 > zl = {Н к=бк = ІҢ > 2,6: 
上 式 最 后 一 步 可 由 下 列 方程 组 得 出 : 
Нк+Нх=п+1 
|z. + бв = п 
因为 硬币 是 均匀 的 ,由 下 ,上 反面 的 对 称 性 有 
РІН; > ¿ri = РІ"; > Lals 
所 以 
РІН >Фиісі-РІШН >Фіісі-РІҢ + > a| 
=1-РҤНҥ> Фф}, 
РА РІНЕ > бе| = 方 ， 


小 结 ”由 上 述 三 个 典型 例题 的 解 题 过 程 ,我 们 可 以 归纳 出 用 全 概率 公式 求解 的 题目 的 共 
同 点 .一般 而 言 ,如 果 一 个 题目 具备 以 下 三 条 ; 

中 此 题 是 求 一 个 事件 ( 设 为 4) 的 概率 ; 

加 由 题目 所 给 坦 的 条 件 能 找 出 4 发 生 的 各 种 “可 能 的 原因 "或 “可 能 的 前 提 条 件 ” 所 构成 
的 诸 事 件 ( 可 能 是 有 限 多 个 , 设 为 B. .8,、…、8,; 也 可 能 是 可 列 无 穷 多 个 , 设 为 В.В.) 
完备 事件 组 ; 

电 由 题目 所 给 出 的 条 件 能 求 出 P(B AR Р(А1В;,). 

那么 这 个 题目 就 可 以 用 全 概率 公式 来 求解 , 

1. 有 -一 台 半 自动 机 床 生 产 某 产 品 , 已 知 在 机床 安装 正确 且 不 论 前 无 个 产品 是 否 合格 
的 条 件 下 ,第 丰 +1 个 产品 合格 的 概率 都 是 0.90; 在 机 床 安 装 不 正确 且 不 论 前 天 个 产品 是 否 合 
格 的 条 件 下 ,第 有 + 1 个 产品 合格 的 概率 都 是 0.30(5 =0.1.2……), 又 知 机 床 安装 正确 的 概率 
为 0.75. 

若 已 知 生 产 的 第 -- 个 产品 是 合格 品 , 求 此 时 机 床 安装 正确 的 概率 ;继续 生产 又 连续 得 到 2 
个 合格 品 , 求 此 时 机 床 安装 正确 的 概率 . 

解 ” 设 4: 极 床 安装 正确 ， 

Bi ,1: 第 玉 + 1 个 产品 合格 ,k=0,1.、2、… 

则 4 与 4 为 一 完备 事件 组 . 

ЖИЕЖ:Р(А) =0.75,Р(А) =0.25, 

Р(В, АС, С С) =0.90,Р( В, 11 АС, С)" С) =0.30, 其 中 С, У B; R В,, і = 1.2. 
к, H РОВА) =0.90,Р(В;14) =0. 30. 

ЖЖ Р(АІВ,)Ж Р(А!В,В,В;). 

H Bayes 公式 ,得 


P(A)P(BI1A) _ 0.75 x 0.90 
PABO = БГ ДУБ B ГА) + PCA) PCBA) 7 0.75x0.90 +0.25 x0.307 ° 
Р(АВ,В,8;) | P( AB; В283) 


而 Р(А\В\В„В,) = 
由 乘法 公式 ,得 


Р(В,В,В83) ` Р(АВ|В2В3) + P(4BB)B3) ` 
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P( AB, B,B,) = P(A)P(BIA)P(B,|ABI)P( В,\АВ|В,) =0.75 x (0.90), 
Р( AB; B,B3) = Р(А)Р(ВЏ1А)Р(В,1АВ,)Р(В,1АВ, В) =0.25 x (0.30), TÆ 


220.75 х (0.90): 81 
> - = 0.9878. 
Р(А1818:8) = 0.75 x (0.90)? +0.25 x (0.30): 82 


2. 统计 资料 表明 ;在 双胞胎 中 第 i 个 婴儿 为 男孩 的 概率 为 0.51, FED Bñ LE TEX 
胞 胎 多 一 倍 . 在 已 知 一 双胞胎 第 一 个 婴儿 是 男孩 的 条 件 下 , 求 第 二 个 也 是 男孩 的 条 件 概率 . 
解 ” 设 4,: 双 胞 胎 中 第 i 个 婴儿 为 男孩 ,(i = 1,2) 
KEEN: P(A;)=0.51,i=1,2 
Р(А1А-) + P(A; 4,) + Р(44,) + Р(А А) = 1, 
P(A)A,) + P(A А) =2[ Р( АА») + Р(А,А,)), 


从 而 得 , P(A4142) + P(A142) = $ 
X РСА\А,) = Р(А Аз) =1- P(A U A2) =1- Р(А) - Р(А) Р(4,43), 
于 是 有 , P(4142) =-у[ 2 -14 PC) + P(AD] = 0. 
所 以 所 求 条 件 概率 为 
P(A21A1)= P(4) “3007 51 7153 
23. 三 个 人 相互 独立 地 玻 译 一 密码 , НААЛ Е, = #h n) ЕН E RE АЈ 


RANA 2. 求 三 人 参加 能 破译 的 概率 ， 


解 BAB, Wa 乙 .再 破译 密码 . 依 题 意 知 ;A4、8、C 相互 独立 , 且 
=P(AUB)=1- P(A)P(B), 


Р(А1А:) 103 100 103 


=P(AUC)=1- P(A)P(C), 


а 


P(BUC)=1- Р(В)Р(С), 


由 上 述 三 式 可 得 : РСАУРОВУР(С) -2, 
于 是 所 求 概率 为 
P(AUBUC)=1- P(A)P(B)P(C)= = 


24. 甲乙、 再 三 人 进行 比赛 ,每 次 比赛 只 有 两 人 参加 没有 平局 ,比赛 的 胜 者 与 未 上 场 者 
进行 下 一 次 比赛 ,依次 循环 直至 有 一 人 连续 胜 2 次 比赛 为 止 , 则 此 人 获得 比赛 的 冠军 . 假定 每 


次 比赛 双方 取胜 的 概率 都 是 十 , 今 规定 甲乙 二 人 先进 行 比赛 , 求 甲乙 ,两 三 人 各 获得 冠军 的 
概率 ， 

分 析 ” 先 将 甲 夺冠 的 可 列 无 穷 多 种 互 不 相 容 的 情形 列举 出 前 几 种 , 找 出 其 规律 . 

Ra PEH, 

А.В; G, 分 别 为 中 在 第 ; 次 、 乙 在 第 了 次 \ 丙 在 第 上 次 比赛 中 获胜 . 

依 题 意 则 有 
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А = АА) В, C24344U А, C2B3444A5 U ВСА; В,С; АА) 

ЕЖА 593 Ж} н. КАНАТИ Р Е Fk ñE Ai F At pq АА: 

1° 任 一 字母 左右 两 边 的 字母 (如 果 有 的 话 ) 是 不 相同 的 ; 

2° 除 最 后 两 个 字母 外 ,任意 相 邻 的 两 个 字母 (如 果 有 的 话 ) 是 不 相同 的 ，; 

3° 字母 总 的 个 数 ( 即 甲 夺冠 所 经 过 的 比赛 次 数 ) 不 小 于 2; 

4 字母 总 的 个 数 不 等 于 3k(k=1、2、…'). | 

上 述 特点 1 ,22 、3 由 题 意 易 知 . 对 于 特点 和 ,我 们 注意 到 上 述 甲 夺冠 的 可 列 无 穷 多 种 互 不 
相 容 的 情形 又 可 分 为 两 类 : 

第 一 类 ,从 第 一 次 比赛 算 起 三 次 相继 的 比赛 为 一 组 , 则 每 组 中 的 第 一 次 比赛 是 甲 获胜 ,有 
这 样 若干 组 ,最 后 是 甲 连 续 胜 两 次 比赛 . 在 这 一 类 中 ,字母 总 的 个 数 为 3r а 2(ғ-0,1,2,--). 

第 二 类 ,第 一 .二 次 比赛 分 别 是 乙 \ 丙 获胜 ,从 第 三 次 比赛 算 起 三 次 相继 的 比赛 为 一 组 , 则 
每 组 中 的 第 一 次 比赛 是 甲 获胜 ,有 这 样 若干 组 ,最 后 是 甲 连续 胜 两 次 比赛 | 在 这 一 类 中 ,字母 
总 的 个 数 为 2+3r+2=3(r+1)+1l(r=0,1.2、). | 

综 上 所 述 ,可 见 甲 夺冠 的 可 列 无 穷 多 种 互 不 相 容 的 情形 中 的 每 一 种 字母 总 的 个 数 都 不 等 
于 ЗЕ, 

经 过 这 样 的 分 析 , 求 出 甲 夺冠 的 概率 就 不 难 了 ,进而 可 求 出 乙 .两 夺冠 的 概率 ， 

解 ” 沿 用 上 述 分 析 中 所 引 人 的 记号 , 依 题 意 有 : 4;、B;、C 相互 独立 , 且 Р(А)-Р(В)- 


P( C4) = 六 ,于 是 
P(A) 一 Р(А14:) + P(B,C;AsA4) + P(A,C;B,A4As) 4 


由 于 甲乙 是 对 称 的 ,甲乙 夺冠 的 概率 是 相等 的 , 故 P(B) = 2. 
又 甲乙 ,两 均 不 夺冠 可 表示 为 
А|С,В,4,СВе(1В,С:А;В,СА” 
可 见 甲 Z .再 均 不 夺冠 的 概率 为 零 ,又 甲乙 、 丙 夺冠 是 互 不 相 容 的 ,有 它们 的 概率 之 和 为 
1, 于 是 
P(C)=1-P(A)-P(B)= 2. 


| 25. 甲乙 二 人 独立 地 各 拂 一 枚 均匀 的 硬币 л 次 . ЖШ, ZAR h B) F ШК MO ЗЕ А 
概率 . 
解 设 4: 甲 乙 掷 出 的 正面 次 数 相等 . 


AB DMAP ZRH i ЖЕЙ(і-04,225.ө),ША- ÜAB, 
依 题 意 知 A ‚В, 相互 独立 , Р(А;) = Р(В,) = с) ЭН AABDAB = @(1 е), РЖ 
P(A)= Ў) POB) = > PDP) = (21) "У сс, 


; -[2) 2; аа (2) 7а 
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26. 试验 Е ЖЕҢИН ТТК E AARRE TF УИ ИТТ 

ЖИМ О ЯУ 5 的 结果 出 现在 它们 点 数 之 和 为 了 的 结 时 之 前 的 概率 、 

分 析 ”解决 此 例题 的 关键 是 ,用 易 算 出 其 概率 的 一 些 事件 及 其 运算 表示 “点数 之 和 为 5 的 
结果 出 现在 点 数 之 和 为 7 的 结果 之 前 ”. 

解 引入 事件 


AnH (n 一 1) 次 试验 中 没 出 现 点 数 之 和 为 5 5 或 为 7 的 结果 ,而 在 第 n 次 试验 时 出 现 点 数 
之 和 为 5 的 结果 ,n=1,2,… 

特别 地 ,41: 第 一 次 试验 时 出 现 点 数 之 和 为 5 的 结果 . 

设 4 为 所 求 概率 之 事件 . 

于 是 ,有 


А = 9 А.Н АА; EDAR, 


Р(А)= > P(A,). 
为 了 求 P(A, Ж-ТАМА, ЖЖ, к 
Bi 第 i 次 试验 时 出 现 点 数 之 和 为 j,i = 1,2,… “j2 =2,3,.… ,12. 
则 有 А, = By, B, В, 1),-1В,5. 
其 中 方 关 5 或 7,1=1,2,…,n 一 1， 
Х.В,-В,1)В0,В5 1Вл-0,1-1,22-,п-1 
由 古典 概率 知 ; P( Bs) =£, Pn) =£ 
i P( By) = P(B U By) = 1 - P(B U By) 
= 1- P(B) ~ P(Bn)= 8: 
由 试验 前 独立 性 知 ; 
P(A)= ЇЇ ғаруға) = (13 
综 上 所 述 , 有 


9 ' 


= ы һ-І 
Р(А) = 2; Р(А,) = 5 S (15 „+. 


27. RPA МАНИЯ Л RPR, SEK A I H ШИЛ. Ж ЛЕКТЕ] ЖЫЙ Н — RZ ik А — 
ЖЕРК ,这样 继续 下 去 , 癌 第 上 次 摸 球 时 摸 到 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 4,: 第 i 次 措 到 黑 球 ,i =1,2,… 

$ pi= P(4i) ,由 全 概率 公式 得 : 


Р(А;,1) = Р(А;)Р(А; ПА) + Р(А;)Р(А;,11А;). (1) 
由 于 不 放 回 地 找 出 一 球 后 总 放 入 一 黑 球 , 故 有 
Р(А;) = Р(А;,114;). (2) 
Р(А,,114,) - Р(А 1А) =. (3) 
将 (2) 代 入 {3) 得 
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1 


POR 11А) жрт N: (4) 
将 (2) (4) 代 人 (1 得 pall- gpt (5) 
又 еу 
于 是 得 (一 вва Е — (6) 
ДФ A+B=1,B= 7 p CE 
用 递 推 的 方法 解 (6) 得 


різь = Ар: + В = А(Ар- i + В) + В = 
= Afp (АСЫ А266 6) В 

A -1 
-1 

-Аф- А +1=1-(1- 


= Api+ 4 В 


-ғ 


l V.M. 本 
атт. 


于 是 第 АЙТ НОВЕ р, = 1- (1 pP TR 

28. 选择 题 ,在 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ,只 有 一 个 是 符合 题目 要 求 的 ,把 所 选项 前 的 字 
母 填 在 题 后 的 方 括号 内 ， 

(Ж А,В 为 两 个 事件 ,车 P(A B) = 0, 则 

(AJA 与 召 互 不 相 容 (B)AU B 是 必然 事 性 

(C)AU B 未 必 是 必然 事件 (D)P(4)=0 或 P(B)=0 [ ) 

(2) 设 4、B 为 两 个 事件 , 若 P(4)P(B)>0 且 4B8=g 则 

(АЈА 5j B 互 不 相 容 (B)A 5 B 相 容 

(С)А 5j B 相互 独立 (Р)Р(А-В)=Р(А) 1 

(3) 设 A.B 为 两 个 事件 , 若 Р(А) >0,0< P(B)<1, 且 P(BI4)=1, 则 

(A)P(AIB)=0 (B)P(AIB)=} (CAB DA (DBO>3A 1 

(40% А,В,С 为 三 个 事件 ,车 它们 相互 独立 且 0< P(A)<1,0< P(C)<1, 则 下 列 四 对 事 
件 中 不 相互 独立 的 是 ; 

(A)AUBSC (B}ACSC (CABSC (р)А- ВУС ( ) 

解 (1)-АВ-АЦОВ-0,ШАЦВ-5..ЖЯ(А) (ЛЫ. 从 而 它们 都 不 能 人 
选 . 

ХАВСА,АВСВ,Ж Р(А) =0 或 P(B)=0, 则 有 P(A В) =0. 得 是 ,反之 不 然 . 举例 
如 下 . 


设 一 几何 概 型 的 样本 空间 5 = [0,1] 令 A= [0,у],Ё= [ 方 ,1] , 则 有 РСАВ)- 


15) = 0, 但 是 P(A)= „50, Р(В) =-у #0. 从 而 不 能 选 (了 D). 故 (1) 应 选 (C). 


en Bø; 
Ж АВ= 0 Н АОВ=5,ЩАВ=АОВ=@. 
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这 表明 (A) (B) 都 不 能 人 选 . 
由 本 章 的 问题 与 恩 考 的 第 6 题 的 命题 1 知 , 在 PCA) PCB) > 人 0 的 条 件 下 , 若 АВ = б, А 
与 B 必 不 相互 独立 . 从 而 不 能 选 (C) , 故 (2) 应 选 (D). 
实际 上 ,车 AB= 0,ED A C B. TË P(A- В) = Р(АВ) = Р(А). 
(3) “AB ОА” B A”..…. 选 项 (C)、(D) 是 等 价 的 .从 而 它们 都 不 能 人 选 . 
虽然 , 若 АВ DAR B DA H P(4)>0, 则 有 P(B14)=1. 但 是 ,反之 不 然 .举例 如 下 . 


设 一 几何 概 型 的 样本 空间 S = (0,1), 4 = (0,2), В = (0,2), WA АВ = (0,3), P 
(АВ) = Å, P(A)=}. FÆ, Р(ВІА) = P AB). 1, 但 是 4B ФА,В DA. MTCC) (D) 不 能 


P(A) ` 
入选 .又 P(B)= 3 F3 Р(А1В) - АВ) = 2-1. 这 表明 (B) 也 不 能 人 选 , 故 (3) 应 选 (A) 
ву. P(A)P(BIA) P(A) p, _ 
实际 上 ,P(A418)= РСВ) =p U P(B1A))=0. 


(4) 由 А,В,С 相互 独立 , 易 证 4 B = AB 5 С,АВ 5 COAT AB5E C).A- B= AB5j C 
(从 而 4 - 8 与 C) 相 互 独 立 ,于 是 (A)、(C) .(D) 都 不 能 人 选 . 故 (4) 应 选 (B). 
实际 上 ,用 反 证 法 可 知 (4) 应 选 (B). RACS C 相互 独立 , 则 АС 5 С 相互 独立 , 即 P 
(АСС) = P(AC)P(C),jRBI Р(АС) = P(AC)P(C), 由 于 0< P(A4)<1,0<P(C)<1, 由 4 与 
C 相互 独立 知 , P(AC) >0. 于 是 P(C)=1. 这 与 0< P(C)<1 了 矛盾 . 故 AC 与 C 不 相互 独立 , 
29. 设 A.B、C 为 三 个 事件 ,满足 条 件 : Р(АВ) = P(A)P(B8),C D4B,C DAB. Е: 
P(AC)> P(A)P(C). 
证 由 C2>48 知 CCAUB, 又 C48, 可 得 4、B、C 三 事件 之 间 的 关系 如 图 1-2 所 
不， 
从 而 有 АС-АВ()СВ,Н АВ 与 CB 互 不 相 容 , 于 是 
Р( АС) = Р(АВ) + Р(СВ) = Р(А)Р(В) + Р(А)Р(СВ) 
= Р(А)(Р(В) + Р(СВ)) = Р(А)СР(СВ) + Р(СВ)) 
= Р(А)Р(С). 
30. 设 4、B 为 两 个 事件 ,证 明 : 


IP(AB)- P(A)P(B)I <Í. | 


证 用 求 极 值 的 方法 易 证 :对 任意 事件 8 都 有 ,0< P( 8)P(B) < 二 

由 P(A)= P(AB)+ P(AB), 可 知 

IP(AB)- P(A)P(B)I =1P(AB)- P(AB)P(B)- Р(АВ)Р(В)І = IP(AB)P(B)- P 
(AB)P(B)I ves (ж) 


X 0< Р(АВ)Р(®) < Р(В)Р(В) <+}, 


О P(AB)P(B)<P(B)P(B)<ÑÍ, 
这 表明 ( * ) 式 是 [0, д) ава тахт со, Т) вакт. + 
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IP(AB)- P(A)P(B)I < T. 
五 .习题 与 答案 


习 Ж 


1. ЖА,В,С 为 三 个 事件 , 且 满 足 
(CÜA)U(CUA)= В, 
试用 A.B 及 其 运算 来 表示 C 
2. 指出 下 列 各 式 成 立 的 条 件 ， 
(I(AUB)-A=B; (2)AUB=A4. 
3. B Andon A уп 个 事件 , 试 把 
A U AU... UAn» 
表示 为 п 个 互 不 相 容 的 事件 之 和 . 
4. 对 一 批 产 品 进行 检验 ,从 中 随机 地 不 放 回 地 取 3 次 ,每 次 取 1 个 产品 . 设 4; 为 第 次 
取 到 合格 品 (i=1,2,3). 试用 А,,А,,А, 及 其 运算 表示 下 列 事件 : 
(1)3 次 都 取 到 了 合格 品 ; 
(2)3 次 中 至 少 有 1 次 取 到 了 合格 品 ; 
(3)3 次 中 怡 有 2 次 取 到 了 合格 品 ; 
(4)3 次 中 至 多 有 1 次 取 到 了 合格 品 
5. 从 0.1.2、….9 这 10 个 数字 中 ,随机 地 取出 2 个 数字 , 求 其 和 大 于 10 的 概率 . 
6. 考虑 一 元 二 次 方程 x? + Bx + C=0, 其 中 B.C 分 别 是 将 一 校 均匀 的 骨 子 ( 色 子 ) 接 连 
指 两 次 先后 出 现 的 点 数 , 求 该 方程 有 实 根 的 概率 P 和 有 重 根 的 概率 ?4 . 
7. 在 a+5 个 产品 中 有 a 个 次 品 和 5 个 正品 ,每 次 从 中 随机 地 不 放 回 地 抽取 1 个 产品 . 
O ARTIRAR: | 
` (前 天 次 抽 到 的 产品 中 恰 有 ЫМАЛ (#<а +1); 
(2) 第 次 抽取 时 首次 抽 到 正品 (ka + 1); 
(3) 最 后 1 次 抽 到 的 是 正品 ; 
(4) 在 将 а + 8 个 产品 都 抽取 出 来 的 过 程 中 ,a 个 次 品 被 连续 地 抽出 . 
8. 将 n 本 书 随机 地 分 给 甲乙 二 人 , 求 甲乙 每 人 至 少 得 到 1 本 书 的 概率 . 
9. Ж С.С.Е.Е.1.М№.5 这 7 个 字母 随机 地 排 成 一 行 , 求 恰好 排 成 SCIENCE 的 概率 p. 
10. 将 3 个 编号 的 球 随机 地 放 人 4 个 编号 的 盒 中 ,假设 每 个 盒 容纳 球 的 个 数 不 限 , 试 求 
下 列 事件 的 概率 : 
(1) 每 盒 最 多 有 1 个 球 ; 。 (2) 每 例 最 多 有 2 个 球 . 
11. 6 个 小 孩 将 他 们 的 左手 两 两 拉 在 一 起 ,然后 再 将 右手 两 两 拉 在 一 起 , 求 他 们 恰好 拉 
成 一 个 园 的 概率 . 
12. RE m 个 球 ,其 中 1 个 是 黑 球 ,1 个 是 白 球 ,其 余 全 是 红 球 . 把 这 тл 个 球 随机 地 放 
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3. 一 小 城镇 有 机 动车 2 万 辆 ,牌照 号 码 从 00001 至 20000. ХЕ ЙА БЕЛЛ НЕ 2-4,5) 
车 , 求 该 车 牌照 号 码 有 数字 8 的 概率 . 

14. 一 小 区 居民 订阅 报纸 的 统计 数据 如 下 ; 订 甲 种 报 的 占 40% , 订 乙 种 报 的 占 259, [8] 
时 订 上 述 两 种 报 的 占 15%. 求 下 列 事件 的 概率 ; 

(1) 只 订 甲 报 的 ; 《2) 只 订 一 种 报 的 ; ” (3) 至少 订 一 种 报 的 ， (4) 两 种 报 都 不 订 的 . 

15. 在 一 均匀 对 称 的 四 面体 的 四 个 面 上 ,分 别 涂 上 红 , 黄 \. 蓝 、 白 中 种 颜色 . 现 将 四 面体 
ЭЖ, ЖЕ 3 次 抛掷 中 都 是 红色 面 或 黄色 面 不 着 地 "这 一 事件 的 概率 . 

16. 和 袋 中 有 编号 为 1.2、……:、n(n 之 2) 的 个 球 , 今 从 和 袋 中 随机 地 有 放 苛 地 抽 r 次 ,每 次 
抽 1 个 球 Е ЕЕЕ Ж. 

ОЛУНАН; (2)1 号 球 和 2 号 球 都 被 抽 到 ， 

17. 从 一 付 朴 克 牌 (四 种 花色 ,每 种 花色 13 张 ) 中 ,随机 地 有 放 回 地 取 6 张 , 求 在 这 6 张 
牌 中 ,四 种 花色 每 种 至 少 有 1 张 的 概率 . 

18. 甲乙 两 人 进行 乒乓 球 单打 比赛 . 甲 发 球 成 功 后 , 乙 回 球 失误 的 概率 为 0.3. #2 E 
球 成 功 , 甲 回 球 失误 的 概率 为 0.4, 若 甲 回 球 成 功 , 乙 再 次 回 球 失误 的 概率 为 0.5. 试 求 , 在 这 几 
个 回合 中 乙 输 掉 1 分 的 概率 ， 

19. 甲乙 二 人 轮流 对 同一 目标 进行 射击 , 甲 命中 的 概率 为 pl(0< pl <1), 乙 命中 的 概率 
为 pzt0< Pa<1). 规定 谁 先 命中 目标 谁 获胜 , 令 甲 先 射击 . 求 甲 、. 乙 二 人 获胜 的 概率 各 是 多 
Ж. 

м. 某 电 子 元 件 有 3 箱 ,每 箱 都 装 50 个 元 件 ,三 箱 中 的 一 等 品 分 别 为 5 个 .和 0 个 和 35 
个 . 今 随机 地 任 选 一 箱 ,再 从 这 一 箱 中 随机 地 不 放 回 地 先后 取出 2 个 元 件 . 

(1) 求 先 取 出 的 元 件 是 一 等 品 的 概率 ，; 

(2) 求 所 到 出 的 2 个 元 件 都 是 一 等 品 的 概率 ， 

(3) 在 已 知 后 取出 的 元 件 是 非 一 等 品 的 条 件 下 , 求 先 取出 的 元 件 是 一 等 品 的 (条 件 ) 概 率 . 

2, 已 知 36 个 刁 乓 球 中 有 4 个 已 经 用 过 ,把 它们 随机 地 分 成 了 3 盒 , 每 盒 12 个 , 今 从 这 
3 盒 中 随机 地 任 取 1 盒 , 求 这 一 盒 乒 乓 球 都 是 没有 用 过 的 概率 . 

2. 某 店 有 4 位 售货员 ,假设 每 位 售货员 是 否 用 秤 是 相互 独立 的 , 且 每 位 售货员 平均 在 : 
小 时 内 只 有 15 ЯН. 如 果 要 求 当 售货员 用 秤 时 , 因 秤 不 够 而 影响 秆 货 的 概率 小 于 10%, 
那么 该 店 应 配置 几 台 秤 . 

23. RPA n 个 白 球 、m 个 黔 球 和 i 个 红 球 , 今 每 次 从 狼 中 随机 她 不 放 回 取出 1 球 ,这 样 
RFE. 求 白 球 取出 在 黑 球 之 前 的 概率 . 

24. @ФЧ®&Н2Ң ИЯ 1 只 黑 球 ,每 次 从 袋 中 随 宙 地 摸 出 1 球 不 放 回 ,再 放 人 一 黑 球 ， 
这 样 继 续 下 去 АЖЕ 次 摸 出 黑 球 的 概率 . 


答案 与 提示 
С= В 
(1) А8 = 0, (2) А = 0,8 -= 5 
А, ЈА,А, ЈА, АА: ЈА А-А, А, 
(1)А А343; (2)A ЧА, Аз; (3) АА, АЗ ЈА АА, ЈА, А,А3; 


ы» W ә = 
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(4)А,А, U A,A; UAA; 
16 


s 45 


6. -2,1 
6 Р=36'9= 18 


Ce 'C) АСА! | 
7. ОЛ ауаз) Қ (b+ D! а! 


ғ (a+b)! 
| 

8. 1 -元 

d 
9. 96 
10. MADE 

8 
п. % 
12. 21. ,提示 :只 考虑 黑白 球 的 位 置 
13. 0.3439 
14. (1)0.25;(2)0.35;(3)0.50:(4)0.50 

23 
15. 5 
`16. (1) 1-1 Ў = -Ly 二 | 

s ;(2)1-2[1 = 1-4 1-2) 
3 6 1 6 1 6 
17. 1-4( 2) +6[2) -4[ 1) = 0.318 
18. 0.51 
19. PIRRE! = т ра = Р C pp. _ _ 
г-ро) ра)?" ра) 


20. (1)0.80;(2)0.6435;(3)0.1565 
21. 0.1804, 提 示 ; 用 全 概率 公式 
22.24 
. п 
т + п 


* 
24. в=1-{) ,= 12.…; 提 示 ; 参 考 本 章 奥 型 例题 27 
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йла 随机 变量 及 其 分 布 


一 .基本 要 求 


中 理解 随机 变量 的 概念 .随机 变量 的 分 布 函 数 的 概念 与 性 质 . 

@ 掌 握 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 的 描述 方法 ,理解 分 布 列 和 概 兆 密 度 的 概念 与 
性 质 , 会 利用 随机 变量 的 概率 分 布 计算 有 关 事 件 的 概率 . 

熟练 掌握 二 项 分 布 . 泊 松 (Poisson) 分 布 .均匀 分 布 .指数 分 布 与 正 态 分 布 ， 

QD 会 求 随机 变量 的 简单 的 函数 的 概率 分 布 . 


二 .内 容 提 要 


1. 随机 变量 的 概念 ; 

设 随机 试验 E 的 样本 空间 为 $= |w| ,X=X(w) 是 以 样本 点 为 自 变量 的 单 值 实 函数 , 若 对 
任意 xER,{w:X(w) 志 x| 为 一 个 事件 , 即 概率 Plw:X(w)<xl 存 在 , 则 称 X(o) 为 随机 变量 ， 
WEAN X. 

随机 变量 -- 般 用 Х,У, Е, р 等 表示 . 

描述 随机 变量 有 了 两 个 方面 :一 是 随机 变量 可 能 取 哪 些 值 ,二 是 以 多 大 的 概率 取 这 些 可 能 
值 .这 两 方面 合 起 来 称 为 随机 变量 的 概率 分 布 . 


2. 随机 变量 的 分 布 函数 及 其 性 质 
设 有 随机 变量 X(w), 对 任意 实数 x, 定义 
Е(х) = Ріо: Х(о)<х|. (2.1) 
Ж F(x) 为 随机 变量 区 的 分 布 消 数 ,分布 耻 数 有 下 述 基 本 人 性质: 
ФЕ(х) № х ВУЛ К, Чух сх, 有 
Ех) < Р(х). (2.2) 
ӦЕС+ о) = lim Р(х) =1, 
Е(-о)< lim Р(х) =0, 


О Р(х) <1,үхЄВ. (2.3) 
F(x) 是 x ЖЕЖ, ВП 
Е(х +0) = F(x), (2.4) 
OS Xi < 72 时 ， 
P(xi< Хех) = Fx) F( xi). (2.5) 
ПИ, xC R,# 
— 34 — ` 
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Р(Х = хо) = F(xo)—- F(xo-0). (2.6) 
上 述 性 质 中 作 ~ 的 为 RUx) 的 特征 性 质 , 基 车 F( x) Ра, ДВЕ ЛО ~ Ф, RZ 
车 函数 PKx) 具 有 性 质 四 ~ G), H| P(z) 必 为 某 随 机 变量 的 分 布 函数 ， 


3. 离散 型 随机 变量 及 常见 分 布 
中 车 随机 变量 X 可 能 取 的 值 是 有 限 多 个 或 可 列 无 穷 多 个 , 则 称 X 为 离散 型 随机 变量 ， 
地 离 散 型 随机 变量 的 概率 分 布 可 用 表格 形式 表示 如 下 ， 


X х2 4.. ;. 

P |p |P |р | 
其 中 pi = Р(Х = xi). (2.7) 
此 表格 称 为 离散 型 随机 变量 的 分 布 烈 .分布 列 中 的 p; A TRER: 
1°°р,>0 1=1,2,"" 
2 Әрі. (2.8) 
离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 还 可 用 公式 表示 如 下 ， 
Р(Х = xi) =p, ¿=1,2,` ° 


称 此 为 X 的 分 布 律 . 
设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 P(X= xi) = р: i=1,2,… 则 并 的 分 布 函数 
F(x) = Ўр. (2.9) 


易 见 , F(x%) 为 阶梯 形 函 数 ,其 跳跃 点 为 x;,i =1,2,+, И БААҢ ЖЕ p,,i= 1,2,… 
外 常见 的 离散 型 随机 变 硬 ， 
l° 0- 1 分 布 (两 点 分 布 ) 
Жж 的 分 布 列 如 下 : 
0 1 | 0<р<1, 
4 р аш q=1-p. 
下 的 分 布 律 也 可 表 为 : 
Р(ХаЮ-р7%,Е-0,1 (2.10) 
则 称 了 服从 参数 为 p 的 0-1 分 布 { 两 点 分 布 ) 
2 二 项 分 布 
设 在 一 次 试验 中 事件 4 发 生 的 概率 为 p. 其 中 0<p<1.n 次 独立 重复 试验 中 事件 4 发 生 
的 次 数 记 为 , 则 站 的 分 布 律 为 : 

Р(Х = к) = Скр(1- р)" k=0,1,,n (2.11) 
称 工 服从 参数 为 ma,p 的 二 项 分 布 , 记 为 ~ В(п,р). 
显然 


СЁрК(1-ь)"7*>=0 В У) Cip(l-p)" t=1. 
k=0 
3° 泊 松 (poisson) 分 布 
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БІЛ X 的 可 能 取 值 为 非 负 整数 ,上 且 其 分 布 律 为 ; 


PCX = k) = &=0,1,2,°° (2.12) 
其 中 4 为 正 的 常数 , 则 称 X МАЖА 的 Poisson 分 布 , 记 为 X~ п(А). 
显然 Р(Х=&)>0, У) Р(Х=&)=1. 
%-0 


ІҢ ( Poisson) Е: 
在 二 项 分 布 B(n,p,) 中 ,车 n ЗЕКИ, р, 就 变 小 ,并 保持 пр, = À Ж lim np, = À , 则 


lim Capall ~ pa)" = 
推论 :在 二 项 分 布 B(n,p) 中 , 若 n 很 大 ,p pi н 


Ср (1- р)" к 


(2.13) 


е жейсіз. 
4 超 几 何 分 布 
设 有 NN 件 产品 ,其 中 有 M 件 次 品 , 从 中 任 取 n(n= N- М), XX 表示 这 件 产 品 中 的 


次 品 数 , 则 X 的 分 布 律 为 ; 


(2.14) 


其 中 =0,1,2,… 1, {=min|M,n}， 则 称 服从 超 几 何 分 布 қ 
利用 二 项 系数 的 性 质 ,不 难 验 证 : 


P(X=k)>0, Ў) P(X=k)=1 
5 见 何 分 布 
设 每 次 试验 4 出 现 的 概率 为 p( 其 中 0< p<1),4 不 出 现 的 概率 记 为 g, 现 作 独 立 重 复试 
验 , 直 到 4 出 现 为 止 , 则 所 作 试 验 次 数 具有 分 布 律 ， 


Р(Х=&) = фір %-1,2,6- (2.15) 
ИЖ X 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 . 


4. 连续 型 随机 变 醒 及 其 常见 分 布 
中 设 随 机 变量 的 分 布 函数 为 F(x)， РР қыс 使 得 对 任意 实数 x 都 有 ， 


F(x)= |` fd (2.16) 
则 称 了 为 连续 型 随机 变量 ,而 称 /\х) ВОВК (ДУГ) ЫЙ. 
四 概率 密度 函数 /(*) 有 下 述 基本 性 质 : | 
1° f(x)>>0O (2.17) 
> |" б). (2.18) 
这 两 条 是 密度 函数 的 特征 性 质 . 
3° Ж 21< х), Д 
Plai < Хх} = | (а) 8а = Flaa) - Ка). О (2.19) 
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由 于 连续 型 随机 变节 的 分 布 函 数 在 任何 一 点 * 处 都 连续 ,于 是 者 为 连续 型 随机 变量 ， 
则 
Р(Х=х)=0,үхЄҢ. 
所 以 性 质 3 也 可 写成 ; 
Pinc X< x = Рід Х < 22| = Р(х Хех = Plxi < Хал = ШМІСІР 


由 性 质 可 进一步 得 到 ,对 s 轴 上 具有 某 种 性 质 的 区 域 D* , 若 X RERBA Sa) M 
P(XED)= | у). 


0 +% 
如 ; P(X > Х) = (лдж«-| лад» | f(x)dx, 


4 车 了 f(x) 在 点 x А Ж, К'(х) = f(x). (2.20) 
5° 若 随机 变量 X 的 分 布 函 数 (x) 满足 : 

Е( х)Ж ; 

存在 xy < x, <" хп 1), EKE- e ,xi),(x x2) (x, жю) E F EHE 


ж 


Ж уе F(x) 当中 (xz) 存 在 时 ， 

Рл) = |0 当 r(x) 不 存在 时 

则 Ac) 必 为 瑟 的 概率 密 关 函数 . 

若 一 个 连续 型 随机 变量 X 其 概率 密度 函数 形式 如 下 : 


Лбх) >0, а= х=; 
лә) 2. 
ХЕТ ХіН Са, b) 2 ЕЛА. ЖАЛУ ра: 
ү х<а; 
Е(х) = ЕСІН а<х< b; (2.21) 
ч x>b. 
(3) 常 见 的 连续 型 随机 变量 
ls Ж ХАНКЕ 
| _— А 
лә-|5-е аске: (2.22) 
| 0, HE. 
ИЖ X Ela b ЕЙ ААЛИ i X~ Ula, b). 
АЇ u ПЛ Ati ЖЗ 
x <a; 
F(x)= 2—8, асх<85; 
1, хр. 


* 了 月 为 直线 上 的 Bore) Ж 
кете 
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Қола X АТНЕКІҢ (с,а)С(а,Ы,ХЖАС,ФИИЖХАЗИЕКІНШЕІН 


有 关 , 而 与 其 位 置 光 关 ， 
2 指数 分 布 : 
车 随机 变量 的 概率 密度 为 
ра) = [А6 йе, (А>0) (2.23) 
0 х<0 


则 称 X 服从 参数 为 》 的 指数 分 布 , 其 分 布 函 数 为 


х Ге. x=0; 
F(x)= лов (о 其 它 
3° 正 态 分 布 ; 
右 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
NOL — % < x < + % (2.24) 


其 中 og, 为 常数 , 且 o>0, ШЕ X RASKA po 的 正 态 分 布 , 记 为 下 ~- М(и,а7). 
特别 地 , 当 gz =0,c = 1 时 , 称 N(0,1) 为 标准 正 态 分 布 , 其 分 布 洱 数 用 


x 1 _ 
Ф(х) = F. А, 2х. (2.25) 
表示 . 
(x) 有 下 述 性 质 ;, Ф(х) + Ф(- х) = 1. (2.26) 


Вр Ф(- х) =1- B(x), 从 而 Ф(0) -0.5, 
一 般若 了 ~ N p), WH 


у= 24. N(0,1)， 
于 是 车 Х- М(и,а2), W] 
Pla, < X< ху} = B 2E) о) yue (2.27) 
P| X> xl =1-p( e), 
с 


P| X < x, =o( 2#) 
о 


5. МАЖА 658 $ 2 A 
DX 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 列 为 


x; 


#1 ф(х) RA 3069 АЙРИН — Б WE XD А р; ЖИЛЕ Ж ЙИН АК ф(х) ТА] ЛУ 
的 概率 值 . 
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加 设 全 为 连续 型 随机 变量 , 共 概 率 密度 为 
f(x) >0, a<x<b; 
f(x) = ñ ңе. 
9 у= ф(х) x ТУА ЖЖҚ о (х)>0Ж о (х) <0, ПЕЋ ТЯ ЕЙ о 
(х) = 0) V< 2( X)tB EW. АВНЕ, НЯМ У 
Аб) и А 5 (2.28) 
其 中 (у) у= р(х) В, (о, В) p(x) 的 值 域 , 即 py(y) 的 定义 域 . 
-- 般 情况 下 ,满足 上 述 条 件 可 直接 用 公式 ,或 用 分 布 呢 数 的 方法 来 推导 了 的 密度 范 数 . 
ҮЛТ У: 
Бубу) = Р(Ү<у) = P(e(X)= y), 
分 两 种 情况 , 当 p(x) 单 调 不 减 且 及 函数 oC FER, 


0, уха: 
к= Р(х у=] о), а<у< 8; 
1, у>В. 
当 p(x) 单 调 木 增 日 反 函数 p(y) 存 在 时 ， 
0, yga; 
PO) PASK =|- мә», e < y < 8; 
i, y> В. 
0, уа; 
т-ну), | а<у< В; 


1, y> B. 
两 边 对 y 求 导 即 可 得 Y 的 概率 密度 请 (7y)， 


2 у= ф(х) Р ИУ, Н ЕАР КАН ЖЕН ЖЖ. 
P 当 了 =e(X) 不 是 连续 型 随机 变量 ,如 
1, Х>0; 
r= 
-І, Х<9 
ЖЕ] 为 离散 型 , 求 分 布 列 就 简单 了 . 
P(Y=1)= P(X>0)=…; 
P(Y= -1)=P(X<0) =: 
全 随机 变量 函数 的 分 布 有 一 重要 结果 ; 正 态 随机 变量 的 线性 冰 数 仍 为 正 态 随 机 变量 . 即 
# X~ Np,o), 则 Y=aXk+b~N(apy+b,(le1o)),a,b 为 常数 , 且 az0. 


三 .问题 与 思考 


і. 以 样本 点 为 自 变 量 的 任意 单 值 实 函 数 都 是 随机 变量 吗 ? 

® E. EXPERI YER, 10: (о) AF, РЕХ(о) х. 由 于 -- 般 
W F 35268 48 ЭС R СВЕ ДЕ E E RAE, SLA А E ERRER. 

2. 非 离 散 型 随机 变量 就 一 定 是 连续 型 随机 变量 吗 ? 
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Ес. жаиа а ЕИО БОРИ Ж АЛ--Ж .我们 可 以 举 出 既 非 离散 
型 又 非 连续 型 的 随机 变量 . 
设 随 机 变量 8 ~ U[0,2), > 


вз) =] 1<х=2. 
则 随机 变量 Y = g(X) 既 非 连续 型 又 非 离散 型 . 
事实 上 ,由 Y= g(X) 的 定义 可 知 了 只 在 [0,1] 上 取 值 ,于 是 当 y<0 时 , Fy(y)=0;y>1 


0<х<|1; 


ВЈ, Ау(у) =1. 
当 0<y<ti 时 ， 
Fy(y)= P(g(X)<y)= Р(Х<у) = >, 
于 是 
0, y <0; 
Fy( y) = 2 0<у<1; 
1, yæl. 


КЖ Y UR 1189083 POY =1) = Fy(1) - Pr(1- 0) =- 0. 故 Y 不 是 连续 型 随机 变 
量 . 其 次 其 分 布 函数 不 是 阶梯 形 函 数 , 故 了 也 不 是 离散 型 随机 变量 . 

з. 设 X 为 连续 型 随机 变量 ,而 g(x) 为 连续 函数 ,Y = g(X) 还 是 连续 型 随机 变量 吗 ? 

д “未 必 是 连续 型 随机 变量 . 反例 可 参考 前 面 问题 与 思考 中 的 2. 

4. 不 同 的 随机 变量 其 分 布 函 数 可 能 相同 吗 ? 

Ж “完全 可 能 . 我 们 已 经 知道 分 布 函数 很 好 地 刻 划 了 随机 变量 取 值 的 概率 ,从 而 对 随机 
变量 的 研究 可 转化 为 对 其 分 布 函数 的 研究 . 但 是 不 同 的 随机 变量 也 可 能 有 相同 的 分 布 函 数 . 

设 一 几何 概 型 的 样本 空间 为 S = [0,1 ,随机 变量 定义 如 下 ; 


1, 0gw <i 
Xi(o) = - X,(e) = | 
--1 25<9<1 
АХ, (0) е Х,(о) TB RY fi РЕ ҖОЛН[Н) , 均 为 : 
0, x< -1; 
Е(х) = 2 -1=x<1; 


xz=1. 


由 此 可 知 即 使 是 同 分 布 的 随机 变量 也 不 能 视 为 同 一 个 随机 变量 . 
5. 连续 型 随机 变量 的 密度 函数 连续 吗 ? 
管 ” 否 .虽然 正 态 分 布 的 密度 函数 连续 ,但 均匀 分 布 .指数 分 布 的 密度 函数 都 不 连续 . 


.典型 例题 


1. 甲乙 二 人 轮流 射击 ,直到 如 子 被 击 中 为 止 , 二 人 的 命中 率 分 别 为 pj, pz, 今 甲 先 身 
— 40 — 
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t . 求 二 人 射击 次 数 的 分 布 律 . 

әт ” 设 靶 子 被 击 中 时 ,甲乙 二 人 射击 的 次 数 分 别 为 Х,У. 此 题 的 关键 是 , 搞 清 楚 事件 
IX=kl,1lY=kl(k>1)8JAS X , ПАНЫ n P НАЕ SE 35 ЕЗ. 
再 有 ,0 是 了 的 一 个 可 能 值 ， | | 

解 ” 设 靶子 被 击 中 时 , 甲 、 乙 二 人 射击 的 次 数 分 别 为 Х,У. 则 由 题 意 知 : 

P(X=8)= 呈 (前 让 -1 次 甲乙 均 未 击 中 ,第 天 次 甲 击 中 或 第 大 次 甲 不 中 而 乙 击 中 ) 

= Р(Й А-1 ЖЕ. LARP, B k KPF) 

+ P( 前 -1 次 甲乙 均 未 中 ,第 上 次 甲 不 中 而 乙 击 中 ) 
= (1-р;)* а -ругтр + (1-pi)5(1- p) m 
=(1-р)#°1(1-р;)*#7!(р,+ ро ~ pip2).(k>1) 

P(Y=k)=P(W k KP Z МЕТ k+l 次 甲 击 中 或 前 万 -1 次 甲乙 均 未 击 中 第 上 

次 甲 不 中 而 乙 击 中 ) | 
“=P( 前 次 甲乙 均 未 击 中 第 +1 次 甲 击 中 ) 

+ P( 前 -1 次 甲乙 均 未 击 中 第 上 次 甲 不 中 而 乙 而 中 ) 

=(1 - pi) (1 — p2)Ëp) + 1-0.) =p) 1р 

= (1- ру)‘ І-р) (ру + ро – рро). (21) 

Р(Ү=0) = P( 围 第 一 次 就 击 中 ) = р. | 

注 : 易 产生 的 问题 是 ,由 于 少 考 虑 了 一 种 情况 ,导致 X,Y 服从 几何 分 布 的 错误 . 

2. 在 事件 4 发 生 的 概率 为 p 的 Ветюш 试验 中 , 若 以 & 记 第 r 次 4 发 生 时 的 试验 次 数 ， 
求 & 的 分 布 . 

М P(E&=k)= PI 前 £1 次 试验 中 4 恰好 出 现 了 r -1 次 而 第 上 次 试验 4 发生} 

= бүр (1l-p) "ep 
= Сү ға «әуе, (Қ-ғ,ға1,-“) 

上 面 第 一 个 等 号 成 立 是 由 于 试验 的 独立 性 而 得 的 . 

此 分 布 称 为 Pascal 分 布 . 

小 结 ”通过 上 面 两 个 例题 可 见 , 求 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 时 ,首先 应 该 搞 清 随机 变量 取 
可 能 值 时 所 表示 的 随机 事件 ,然后 确定 其 分 布 列 . 为 验证 所 求 分 布 是 否 正确 ,通常 可 计算 一 下 
所 求 得 的 “分 布 列 " 之 和 是 否 为 1, 若 不 为 1, 则 结果 一 定 是 错误 的 . 

3. HFAA MALE, Ан N 根 火 柴 ,每 次 使 用 时 和 华 取 一 盒 从 中 到 1 根 , 求 4= | 发 现 
某 盒 已 空 ,而 另 一 盒 还 剩 r 根 } 的 概率 . 

和 解 设 B=| 取 到 某 盒 |, 则 每 次 试验 有 两 种 可 能 结果 B Б B, 且 

Р(В) = Р(Ё) = +. 

P(4)=P( 第 N+1 次 的 B 发 生出 现在 第 2N - r+1 次 试验 

] w+1f 1 Vw-r 
= б) (+) 
2N-r+l 
= 0.42) 
此 题 直接 用 了 上 面 例 2 的 结论 . 
4. 设 某 质 点 只 能 位 于 x 轴 上 的 整数 点 ,在 t= 时 刻 , 它 位 于 原点 ,此 后 每 隔 单 位 时 间 ， 
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由 于 受到 一 个 外 力 的 随机 作用 , 它 分 别 以 概率 p Ж q = 1—- p 向 右 或 向 左 移 动 一 个 单位 , 求 上 = 
时 ,该 质点 位 于 上 上 位置 的 概率 : 

Ж 令 S. 为 质点 在 1 =n 村 刻 的 位 置 ,于 是 欲 使 S. = 大 ,必须 上 且 只 须 在 前 п 次 游 动 中 向 右 
移动 的 次 数 比 向 左 移动 的 次 数 多 次 (这 里 也 可 以 是 负 的 整数 ) ,以 x 记 质 点 在 前 m 次 游 动 
中 向 右 移 动 的 次 数 ,以 у 记 向 左 移动 的 次 数 ,由 以 上 分 析 知 : 


ү n; 
х-у= К. 
ГЕРН 为 整数 ,因此 上 必须 与 n 具有 相同 的 奇偶 性 . 
事件 1S, = 发 生 相当 于 要 求 在 前 п 次 游 动 中 有 2 上 “次 向 ,5 次 向 左 ,利用 二 项 分 
% 8348: 
atk utk а-і ; 
ZORDIS iii р2*@?2, n> lk IB n ПЕНЕН; 
0, 否则 . | 
5. TIRER ЭИ ВАК, EE, P| 8 E ЖЕШ Ж БЕЛЛ ЛЕШЕ КДА А Я. 
0, x< —2; 
(DP(c)=1 方 ， -2<x<0i 
1, х0. 
0, - x<0; 
OF) [ям О<х<л; 
1, жет. 
0, x <0; 


x, 
(3)Е(х)= any, 0<х< 2: 


1, x>2- 
0, x < 0; 
' 1 1. 
(4) Е(х) = 9+2, 0<х<>: 
1, язу. | 
Ж (DAR FEl- =,+ o) 上 为 单调 不 减 的 右 连续 函 教 ,是 有 Fl- о) =0, 严 (+ 
o)=1, 故 Fx) 为 某 一 随机 变量 的 分 布 哨 数 ,又 Р(х) ЖЖ РАЖ, ЖІП F(x) 是 离散 型 随 
机 变量 的 分 布 函 数 ， 


(2)F(x)#E(- о, + oo) 上 不 是 单调 不 减 函 数 , 故 下 (zx) 不 是 分 布 函 数 . 
(3)F(x)fE( — w ,+ wm) 上 连续 单调 不 减 , 且 有 К(-=)}—<0,Е(+=)=1. 从 而 Р(х) 5 


ЯЛ НЕ ДОУ ра, ХОЗЕ Ж. 
0, х<0 z> 2; 
Ах) = 
созх ， O<s<—. 


wa wap a m анны ды найы q Yt ee a yqaqa Д.Д, K ҮР 
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x ` x 
则 有 | ТӨСТЕН шм 064<:: 
1, 225 


ВРС) DE BEELA SE KIA ЖР. 

(4) PCx) 在 (- о, ко) EAEE, АМ, Н F(~ wm)=0,F(+%w)=1, 故 F(x) 为 分 
布 函数 . РО) Л R; EJ РАЖ, ес i 

注意 到 P( X=0)= Ғ(0)- F(0-0)= 


+ 0. 所 以 F(x)4B AS 2 ЖЕ БЕЛИ ВЕ ЕНІМ Б Ж 
Ж. 


tE: MUM OÍ BOE АЛ, ИДЕН ОЕ НЕН ЯПА ЛЕ = ӨНЕ 
质 , 则 此 函数 是 分 布 函数 ,否则 就 不 是 分 布 喝 数 . 
6. 设 随机 变量 X HAT RRA 


0, x < 0; 
F(x)= O<x=1; 
l, х> 1. 
求 (1)4 的 值 . | 
(DA 落 在 ( LDA DARRER ， 
(3) 的 概率 密度 申 数 . 


解 СИНА КЫ ЕНЕ, ЛЕ x= 1 SAR ЕО) = А = Е(1+0) =1. ФА = 1. 
(2) 册 分布 咬 数 的 性 质 知 ( 此 处 F(x) 连 续 ): 


P(E ds r(+) РСЕ D=}; 
‚1 1 1)? 8 
P(XE Ст ,2)) = Е(2) – F(3) =1-[3) = 9: 
(3) 由 于 FOREB x =1 和 0 点 外 处 处 可 导 , 且 在 x=0,1 ДЕЕ, ЯНУ 
co 0, х<0 х>1; 
Ka] x, O0=x=1. 
Bj /(х) 0, —#) а fi (а) = | 7)dt, 从 而 Cs) 为 随机 变量 ХВЕ СЫА. 
| 注 : 在 分 布 昂 数 中 苛 有 待 许 未知 常数 一 般 用 分 布 亢 数 的 基本 性 质 来 确定 ,但 在 本 题 中 者 取 


0, x < 0; 
тәг, 0<х<1; 


1, х1. 
则 4 取 不 大 于 1 的 任何 非 负 实数 时 , FO x 86 УЕА, (НЧ 4 UCE 1 AE АЕ 
| 数 时 ,X TERRIER, Араз E ШЖ. 
› 7. 没 随 机 变量 XIE EKSA 


形式 
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асовх, АЕБ: 
f(x) I 
0, Іхі>>. 
ROAK a. 
(2)P(X <0), P(E < X <100). 
(3) X УЛА. 


解 〈1) 由 密度 函数 的 性 质 , 有 


1 = |. f(x )ах = Йй Gcosxdx = 2а, 


2 
! 
故 а = >: 
(2) 根 据 密 度 函 数 的 性 质 , 有 


Р(Х < 0) = | Ада» 4 [oaa “|, А сөзхбі = у, 
P{ xe [Z лоо) ) = ү f(x)ds TE L созхдх ‚|, 0dx = 二 [1 - 2). 
(3) 由 分 布 函数 的 定义 ,有 0 
Р(х) = | ші 
24 а<- 78, 
Е(х) = | оак =0. 


工 х р. 
-zeraz H, 


F(x) = | од, ‚| 


В 1 совхйх = “(біп + 1). 
2 


当 x> > 时 ， 


即 Р(х) = L (ах +1), -2<х<5: 


1, аса 


注 : 密 度 函 数 为 分 段 函 数 的 随机 变量 , 求 其 分 布 函 数 时 ,由 于 积分 限 是 从 ~ о Я) x, 故 其 分 
布 函 数 表达 式 也 往往 是 分 段 柱 数 . 


8. W X- N(2,22), B Р(2<Х<4)=0.3,Ж Р(Х<0). 
s 44 = 


m ra eo 
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因为 0.3= Р(2<Х <4)-Ф( 2) - Ф(0), 


2 
所 以 Ф( 2} =0.3+0.5=0.8, 


FE Р(Х<0)= p| 222 < 9=2) = ol -2) Шы г(2) ш 


9. MSE RRRA T. ARA aE EOR: Ж) ft ~ N(55,9) ,一 
ЖЖ X,- N(as, S). 

(ARER -A RIERA F 50g 的 概率 ， 

Аа алг ТЕГІ За 

Ж (DR AHER -RHEA Р 506. 

BITR -EAER in Bh; 

Въ 0-0 В. 

ШІ В,,8,8Ж,Ң В.О В S. 


P(B) = ZPOB): 


Р(А1В)= Р(Х, > 50) =1- Ф( 59—35) = 0.8413; 
P(A1B,)= P(X,>50) =1- p| 278 
由 全 概率 公式 得 : 


Р(А)=Р(В,)Р(А1\В,)+ P(B,)* Р(АТВ,) 


| = 0.1587. 


= Š х0.8413 + + х 0.1587 = 0.6138. 

《2) 从 中 任 皮 2 个 ,每 个 蛋 重 大 于 50g 的 概率 p =0.6138, 小 于 50g 的 概率 у=1- р 
=1-0.6138 

设 任 取 2 个 ,有 了 个 大 于 50g, 则 了 ~ 呈 (2,p). 

于 是 所 求 概 率 为 ， 

P(Y=0)= C: p?g = (1 - 0.6138} = 0. 1492. 

10. (БУЯУ), 

设 随 机 变量 X KJA RRA Р(х), A РОХ) ТАТАРИ, EEN y,0< y<1,# X 

F l(y)=infl|x:F(x)> y}, 

作为 F( x) RA 

Ф у= F(X), 则 对 任意 xE[0,1)， 

Р(Ү<Х) = P(F(X)=x)= P(X=F-!(x))= F(F`!(x))= x. 

即 了 = (XY) 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 

反之 , 若 耻 ~ Ul, ,对 任意 的 分 布 函数 F(x), > 

Ү= Е-!(Х), 
站!(y) 的 定义 同上 . 
则 Уу а 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint.com.cn 


ку) = Р(У<у) = P(F`!(X)= y) 
= Р(Х< Е(у)) = Е(у). 

УНР F( x). 

Ж Мая T Ë МИН ЛЕ ЕНЕР (0,10 L. 55] r Z HER 
们 有 了 [0,1) 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 ,就 可 以 通过 以 上 方法 产生 分 布 函 数 为 F(x) 的 随机 变 
量 ,这 个 结论 在 蒙特 卡 洛 (Monte Carlo) 方 法 中 具有 特别 重要 的 意义 . 

11. 设 随机 变量 的 分 布 函 数 为 F(x), 求 下 列 随机 变量 的 分 布 函数 ; 

(IY=aX+b; ”a,6 为 常数 ,有 az0 

(2)Y=e*; 


(9Ү--; (加 条 件 P(X =0) =0) 
(4)Y=VIXI. 
М (1) 设 了 的 分 布 函数 为 Fy(y), 则 
Fr(y)= Р(Ү<у) = Р(а + bsy). 
当 a>0 时 ,上 式 = P(x} = к{®=®), 


当 a<0 时 ,上 式 = рі Х> ~ 


ако) ең лең 


ЕЕЕ 


-1- F( 7-0). 
于 是 
(1), а>0; 
Fy(y) = 


1- Fr(2 0), а <0. 
О)Р(Үсх)- Ре“ gax}. 
Ңх<ОМ,Р(У<х) -0; 
м ух>0 К ,Р(Ү=<сх) = Р(Х=1пх) = Finx). 
n Y Bat у 


Fy(y) = | 


(3)Р(Ү<х) = P| а) 


F(Iny), y > 0; 
0, yal. 


= mm den анааан аа ЕРНИШИЦИЦИИИЦЦИ 
ыз < 
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Мох<0Н], 


| 
| 
=PlyY=- | + PÍ к < X<0) - P(X=0) 
- (1-0) + к(о)- F|) 
( 


ik x>0 F, 
P( 工 <z] -Р(Х<оЯ хә 
= Р(Х <0) + P(x) 
= Р(Х 0) +1- Р(х) + P(Y = 十 ) 
| 1) + FÍ 1) - к! -0) 
= 600) +1 {1 -0). 
故 ҮЙҮЛӨ: 
| ғ)-(1-о), у<0; 
Ғұ(у)-% Е(0), y=0; 
(0) +1- r(t -0), у>0. 
(4) Р(У<а) = РО/ТА! = x). 
5 x<0HJ,Pp( Z ТХ ех) =0: 
当 x 之 0 时 ， 
Plv [IXls<r)= Р(1Х\ < x2) 
= P( — x2 < X =< x2) 
= F(x2) - Е(- х2) + Р(Х = ~ x?) 
= F(<2)- F( - 42-0), 
Ж УЛ 25 
0, y <0; 
Fy = 
(y) ЕТЕТІН y>0. 
12. EA X- М(и,о7),Ж Y = max( Х,У АЖ. 
解 设 了 的 分 布 吨 数 为 本 (7), 即 
| Fy(y)= Р(У<у) = P(max( X ,n)=< y) 
H VIR H Y> e. 故 
Ж Yeu, Уу -ø 
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ж yz BF, | Y<vl = | тах( Х. еу! = | 过 ?| I 
FE 
0, у< 35 
P(Xgy) yzg. 


0, y< phi 

= К ЖАНЫ уер: 
Ж ӘНІ У = тах(Х, н) S E & 5k RB БИЛЛЕ А, М Лу ЕШ ИЕЛИ а, ДЕП ИП) 
13. 在 半径 为 员 , 圆 心 在 原点 的 圆周 上 有 有 一 动 点 M(X, Y) DK дк 5 x WEKA N ӨС ~ 

теб<л), Ж ӨДЕ(-т,т, НАННАН. 求 

(1)Ж АА X ВУ РАК. 
(2) 该 点 到 ( - ROWER 7 AIRE AR. 
Ж HER, A 8 的 密度 函数 为 


1 
по = 5 
0 其 他 . 


X. X = Reos0 在 [ -r,r) 上 不 是 单调 羡 数 . 

H х&-К,Кү\х)= Р(Х x)= Р(Коњд < x) =0; 
当 x > АЕ, Fy(z)= 1; 

4- R< x= КН, T 


(в0<5,06(-к,«)|-(161>ас oo| Z),8€(-x,m) |, 
Ж | F (z)= Р(сод<-.96(-т.л)) 

= P(101 жаг cos| Ж )) 

=1- P(101 < шт cos 2) ) 


arc cosl т | 


= 
x 
又 由 于 РС), НЧ ху АЕРА 
0, х1 R; 
fr(x)= F'y(x)=, 1 
ы \ таа ， |x] < ËR. 


(2) 点 МОХ, YRA- ROKER Z ол О 的 函数 . Вр 2-2Ксов бт 
9 的 分 布 已 知 .cos 5 >0. Н. 

当 z<0 时 ,FFz(z)= P( Z= z)=0, 

当 22А Н}, Е(2) = PI Z= z)= P(2Rceos 


2 
`40<=z<2R 时 ,类 似 于 (1} 有 


=z)=1. 


一 -一 .一 一 -一 一 - 
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ЕЕ 
2агс соз эВ 
_ = 
9, і<0%%:>28; 
is КҰН БЕГЕН -, 0<2<28В. 
nv 4Rš -z | 
14. 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
Ше” х>В; 
Рк) = 10, РУТ Я 
ЖНА, ВЗК, Н 4>0. 又 知 
P(XE (0.2)) =. 求 4,8 МИЙ. 
解 由 (7 адаса Жі; 
| 7 десед 1, 
Б 
А ¿= х - В, | Ae 2idi=1,2 А =2. 
мМ B >0 BF, pv B < 102, . 
否则 , 若 B > in2, 则 P(XC(0,l2)) =0-1. 
与 题 不 符 . 故 In2> B > 0. 
Ë in2 1 
此 时 P( X€ (0,1n2)) = |, йде | зе с-та. Т, 
由 此 解 得 p = + 12. 
X p <0 Jl, 
PpP{XE (0,1n2)) = к 2-72-84, = 二, 即 解 得 B= 了 mn z 
0 3 
FE A,B 有 两 组 解 : 
ЕЕ ы 
1 у Тм 
= 212. 38=27Dm3， 


15. 设 随 机 变量 X 的 绝对 值 不 大 于 I; Р(Х = -D= 售 ,P(K=1) =. 在 ; -1<X< 
1 发生 的 条 件 下 ,X 在 ( -1,1) 内 任 一 子 区 间 上 有 取 值 的 条 件 概 率 与 该 区 间 长 度 成 正比 , 试 求 : 
(1) 了 的 分 布 函 数 F(x). 
(2) 工 取 负 值 的 概率 Pi1X <O. 
Ж (1) 依 题 意 知 |X|<1. 故 
1 = PllXlslt = PIX=1il + Pl-1<X<1}+PlX=-1| 
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„l pi, d 
=4 +P! [«<Х< +. 


TK pi -1< X< + |= >0. 

叉 (一 1,1) 为 (1,1) 的 一 个 子 区 间 , 由 题 意 : 
“1=Pl-l<X<1l-1<X<1i 

=k[(+1)-(-1))=2k. 

由 1X1 过 1 知 : 当 < -1 时 ,F(x)=0; 

Ші 0, Р(х) = 1. 

У Е( 1) = Рі Хе 1 = Р! Х= - 1+ РХ -1 =. 

下 面 求 当 -1<x<1 时 , F(x) 的 表达 式 . 

出 题 意 知 ; 


Р\-1<Х&х1-1<Х<1} =#(х-(-1))=-у(х+1), 


于 是 
Р|-1<Х<хі|-Р|-1<Х<і!І:РІ-1І<Хе<х1-1< Х<1) 
_ 5 (ж+1)_5(х+1) 
В 2 ]6 ` 
从 而 有 
ЕЁ(х)=Р}Х=х\=Р|Х=-1}+Р|-1<А<х) 
_1‚5(х+1) _5х+7 
8 16 16 ` 
上 式 当 zx= -1 时 ,也 成 立 . 综 上 所 述 得 : 
0, х<-іІ; 
F(x)= ra -ісх<1; 


1 х:>1. 


(2) 由 F(x) 的 表达 式 知 x=0 是 F(x%) 的 连续 点 ,由 本 章 (2.6) 式 知 P( 五 =0) =0, 于 是 
Р\Х<0} = P|X<0| = Е(0) = 2. 
16. 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


x, О0=х<1; 
1х) =12- х, 1< х2; 
0, 其 他 . 


求 了 = 1 天 -11 的 概率 密度 . 
Ж 由 瑟 的 密度 函数 可 知 :天 只 在 [0,2] 上 取 值 , 故 了 = 4 大 -11 只 能 在 [0, 上 上 取 值 .于 


是 
当 y<0 时 ， Ғұ(у)- Р(Ү<у)=0; 
当 y>] 时， Fy(y)= Р(Ү<у) =1. 
ТАЖ ч O0sysl H ҮШ ЕТГІ; 


1 —— жағым бл waw rrp 
w rr rsnwtaararsar 222 с... в 
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F(y)= Р(У<у) = РІХ- Пу) 
=P|-y+1=X=y+ll 
ШО<у<і М,Із-учіз0,1<у%1<2. 
X X АС ЕБИНЕ, ХАНЫ АН АЕ А0. 所 以 
F(y)=Pl|-y+]=X=y+ll 
үзі 
= | f(x)dx 
- y+] 
| +1 
= | | хіх + | (2- х)4х 


Y+ 
1 |! үзі 2177 
= — x? А „= 
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14. -A Т ua 
= 1 (1 В), 1 2; 
ХіХ=пі = 1X<nl-IX=<na- li = A,- A, | 
Қ Р(Х = п) = Р(А,) -Р(А, _,) 
п] 
= (1-2) Ë п-1,2,7 
w 


18. # X Jj HR E f Ж Sk (B R EVLE H ,满足 
P(X>k+ilX>k)= P(X> 1) 
Hp k,l 为 非 久 整数. 则 称 X 具有 无 记忆 性 , ЕН; ЛААЛ PE S Ж X ЯЗ 
负 整 值 离散 型 随机 变量 , 且 具 有 无 记忆 性 , 则 并 人 必 服从 几何 分 布 .， 
证 明 #ХШАЛ 7, 
Р(Х=К}=(1-р)*71р,&=1,2,3,,0<р<1. 
于 是 对 任意 非 负 整数 大 ,1， 
P(X>k+IllX >») 


„Р(\Х>Е+1) _ „ВРО Р)" у! 
= P(X>) `“ Б кы 


‚ p-p) 1 
市 РХ>1) = 2 ee 
Ti P(X>k+liX>k)= P(X> l). 
.天 具有 无 记忆 性 . 
反之 , 记 q = P(X> Е), = РОХ = k), FERIA 
РЕ» 7 іі? 
并 朋 在 已 知 X >k RIFF, X= k+l 的 条 件 概 率 为 p,,,/gq;. 于 是 由 无 记忆 性 可 知 ; 
Рі =Р(Х=1)Ар; 
十 
Ф&+1_,_ 
ВП 2. =1- p 


注意 到 go=1, 则 go = (1-р) ІНЕ | 
p = (1-р) 'р,Ё=1,2,-- 
BI X 服从 几何 分 布 . 
19. 若 革 为 非 负 连 续 型 随机 变量 ,满足 
Р(Х>ъз+:1 Х>і) = P(X> s). 
其 中 з, 为 非 负 数 , 则 称 开具 有 无 记忆 性 . 
还 明 若 区 服从 参数 为 的 指数 分 布 , 则 下 必 具有 无 记忆 性 ;反之 若 Х АЯ Ха ФЕН Ж 
非 负 连续 型 随机 变量 , 则 X 必 服 从 指数 分 布 ， 
ШИН # ХАА ЖА 的 指数 分 布 , 则 X BJ 2r БРА Л 


Га”; х:-0; 
F -| 
(х) 0, 


于 是 Р}Х>вз+1Х>1| 


х <9. 
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Ё ! -Afa ө 
_Р\Х>»з+| eM |, 


-е 


РІХ>н ем 
Р(Х>»з)=1- F(s)=e *. 
Р(ХУ>зМ1Х>4- Р(Х>5). 
E X BF Аш МА1ЇЁ. 
Б. Х RA ЖАП, AIEA, ЖЛ АЙСЫ КО). 并 记 
С(х) = Р(Х >х), 
HAEA: G(s +) = Gls) CU) E-H s20, t20 R. 
M б(х)=1- F(x)X 1: x PB BD AS 38. НТЧ BJ 25 RA: 
C(x)= а* x>0 
由 于 COx) 为 概率 , 故 0< aa<1. FEFE A >0, 使 e =e À, 
又 (xz) 为 非 负 连 续 型 随机 变量 的 分 布 函 数 , 故 有 
ЕЁ(х)=1-Сб(х)=1-е`“, x20 
И! X RP. S S ЖА 的 指数 分 布 ， 
20. -APR ТЕЕП S ИННА ЕН RANA RON OARA СА ENAR 27 
f . ЖАН R IK hk Bš Z E ЕЛІҢНІҢ T r fp РАС. 
ӘЖ 解 此 题 的 关键 是 搞 清 楚 下 述 等 式 : 当 上 >0 叶 ， 
!Т>її{=1М()=0| 


Жл lm .! Í nr AN ex L 
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(2) 你 需要 等 待 10 ~ 20 分 钟 ; 
(3) 你 已 等 了 10 分 钟 还 需要 等 10 分钟 以 上 . 
6. 对 目标 进行 5000 次 独立 射击 , 设 每 次 击 中 的 概率 为 0.001, 求 至 少 有 两 次 命中 的 概 


Ж. 
7. ЗАЯ f(x) = „(їз -T+ 在 如 下 区 间 上 定义 是 否 为 密度 函数 : 
(DxE(-%,+%); 
(2)хЄ(- о,0); 
(3)хЄ (0, + ©). 
8. 设 随机 变量 ХО РАУ 
0, х<-а; 
(1) #(х) = А + Barc sin 2, хі <a; 
1, x> a. 
(2)Е(х) = А + Ваю tan 2. 
试 确定 常数 A.B. 
9. 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 : 
1-(1+х)е7*, x>0; 
0, x=0; 
(2) F( ) sinx, 0<z< 了 7i 
х)= т. 
1, > 5. 
х>0; 
(3) Р(х) = 3р 
0, х<0 
R 六 的 概率 密度 函数 . 
10. iz Fila), F,( x)EJ РАК, 
(1)F,(z) + P(x) 是 否 为 分 布 函数 ? 
(2) 若 а,а 为 正常 数 , 且 аз + о = 1,3 Р(х) + aF,(x)jë # 392 ИАЖ? 
(3)К\(х), ОЕ i ЖЕ? 
11. RENEE X HEEE 
C (Inx ~ u} 
TOR iis тан #20 
0, х=©. 
Са?-1(1- х)%-!, 0<х<1; 
(2) х) м 其 他 
其 中 p >0,g >0 为 常数 ， 
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_ аз} 
(за) = С(1+®) н i — 0 < x< + @% . 
DIREK C. 
12. 设 随 机 变量 X 的 分 布 密度 为 : 


x, O=w=x <1; ә = | 
өлде 1<х52; Cn =|" ке ізің; 
0, 其 他 . 0, ix| > 上， 
分 别 求 
(DAWRA F(x); 
(2Р(Х<52.Р(Х>3). 
13. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 : 
0, х<0; 
о 0<х<|; 
F(x)= 3, I= x <2; 
с 2= x <3; 
1, А x23. 


作出 F(x) 的 图 形 并 求 Р(Х <3),Р(Х= 5) Р(2=Х <4). 


М. É X~ М(60,32), КУ ху, х2, x3, x4 ЁЁ X REL- a,i), Ca), ra), (аз, 
Хх). (а, ЭЖ Ж 7:24:38:24:7. 

15. 试 证 ; 

# РЇХ=х!>1-Й,Р\Х>=ху| 1-а Рі Хело (а +),ху< x). 


16. 已 知 某 类 元 件 使 用 寿命 7 服从 参数 X = 000 的 指数 分 布 (单位 ;小 时 ) 


(2) 从 这 类 元 件 中 任 取 一 个 , 求 其 使 用 寿命 超过 5000 小 时 的 概率 . 

《2) 某 系统 独立 地 使 用 10 个 这 种 元 件 , 求 在 5000 小 时 之 内 这 些 元 件 不 必 更 换 的 个 数 下 的 
分 布 律 . | 

17. 某 加 工 过 程 ,着 采用 甲 工艺 条 件 , 则 完成 时 间 X- A(40,8); 若 采用 乙 工艺 条 件 , 则 
完成 时 间 了 ~ №(50,42)( 067. А). | 

(1) 若 要 求 在 60 小 时 内 究 成 ,应 选 何 种 工艺 条 件 ? 

(2) ЖЕК ТЕ 50 小 时 内 完成 ,应 选 何 种 工艺 条 件 ? 

18. 设 某 批 等 件 的 长 度 Х- N(p,o*), 今 从 这 批零 件 中 任 取 5 个 , 求 正好 有 2 个 长 度 小 
Ға 的 概率 ， 

19. ER X- N(0,1) K 

(1)Y=aX +b; 

(2)Y= X); 

(3)Y=2X + 1. 
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的 概率 密度 . 

20. 设 随 机 变量 X HATAR F EZH RR, R Y= РОХ) ЈАР RR. 

21. 设 某 仪器 寿命 TONET) ~ N(500,50), 求 该 仪器 使 用 超过 400 小 时 的 概率 ,并 确定 
一 个 允许 限 : ,使 仪器 寿命 在 (500 - 1,500 + 七 之 间 的 概率 不 小 于 0.95. | 

2. 在 编号 为 1,2,…,NN 的 入 个 球 中 有 放 回 地 随机 取 n 次 , 求 п ЇКЇ РӘ K S U Ж 
最 小 号 码 下 的 分 布 . 


23. 设 开 分 别 为 服从 吉 -至 ,于 | UO, x), U0,2x) 的 随机 变量 , 求 Y= sinX 的 概率 
ЖОЙ. 

24. 选择 题 : 在 每 个 小 题 的 四 个 选项 中 ,只 有 -- 个 符合 题目 要 求 。 

(1) 设 随机 变量 《~ М(и,о2), М u Л, о 增 大 时 ,概率 РИХ ul <o! 

(&A) 单 调 增 大 ; (В) ЗЫ АА»; 

(C) 保 持 不 变 ; (D) 增 减 不 定 . 

(2) X~ N( и.а), Y~ М(и.03),а|»<0318 p = Р(Х<р- о), р, = Рі Үрме +0, M 

(A) 对 任何 实数 £ A Pı = рз: 《B) 对 任何 实数 py, 均 有 pi <р,; 

(C) 对 任何 实数 o FEJA pi> p: (D) 只 对 个 别 的 实数 e,t E ру = р». 

25. 设 流入 某 水 库 的 总 水 量 (单位 : 百 万 立方 米 ) 服 从 [4,8] 上 二 的 均 句 分布 ,但 水 库 最 
大 容量 为 7, 超 过 7 的 水 要 溢出 , 求 水 库存 水 量 Y 的 分 布 函 数 . 


答案 与 提示 
1. 分布 列 
_х|о 1 2 3 
Р | 0.75 0.204 0.041 0.05 
分 布 函数 
0, x < 0; 
0.75, О= х <1; 


Е(х) = 40.954, 1=х<2; 
0.995, 2gx <3; 
1, x>3 
2. ра (i=0,1,2,.…) 
3. міз”! (n=2,3,4,.…) 
5, (1)е-! „0.368 
(2)е-! – е2 „0.233 
(3)e-! 0.368 
6. Р(Х52) =1- Р(Х=0) – Р(Х =1) = 0.956 
7. ж 《2) 不 是 (3) 不 是 


= 1 _ 1 u sb О 
8. (A= 5 = 一 Кх) = 一 жү 
2.2121 
НЕЗ агрАс>>В-; . 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


хе x > 0; 
TER o Ке 
cosx, 0<х<%: 
(2) (х) = 
0, х<0%х>> 
z] А 
(3)у(а) = (8%. x >Ô; 
0, x <Ü 
10，(1) 不 是 ;(2) 是 ;(3) 是 
1 
11. (1)С- 
шкал 
__Г(р+д)_ 
(DC= теу. г) 
r n+l 
(3)С= 2 | 
Утга) 
0, х<0; 
=, 0<х<І; 
12. (1)F{x)= А 
1-02-87, і <х=2; 
1, х>2 
„Жу. Ж} 1,7 
Р(Х<20-%»Р(Х>320-% 
0, 
(2) (а) = Ут 22 + are sinz) +7, 
1, 
pP(X< 3)=1,P(X> 二 ) = 1. 43 


13. Р(Х<3)-23Р(Х-4)-0:Р(2<Х<4- 


14. х,-55.5,х;-58.5,хҙ -61,5,х,- 64.5 
15. (B) 


іс. КУМ Z+. (NF т.а, .. 一 上 点 ,. l... + ， 
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2 2 
(2009) уе 2, y > 0; 


0, у<0 
Кыз гы. уй 
ein- y-1) ' , 
0, үкі 


ж. Y~ U[0,1) 
21. Ф(2)-0.977, t >98 
2. Р(0= 0) = 107. (рер, №) 


оу (N - k+1)° - (N— К)" 
p(v= k) = (N а КС 


23. Л(5) = = я х1 <1 
| пу 1-4? 

a ， OQ<x<l 
ny Í| — x2 

l 
(x) = ———, |x| <1 
А nvi- Ú 

24. (1)C; (2)А 

0, y <4; 


25. 5ү(у)-113%) © 4җжу<7; 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 ммм. fineprint, com. cn 


第 三 章 ”多 维 随机 变量 及 其 分 布 


一 .基本 要 求 


由 了 解 多 维 随机 变量 的 概念 ,理解 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函 数 及 其 性 质 , 了 解 二 维 连续 
型 随机 变量 的 联合 概率 密度 及 其 性 质 , 了 解 二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 及 其 性 质 ,并 会 
用 它们 计算 月 关 事件 的 概率 . 

地 掌握 二 维 随机 变量 的 边缘 分 布 与 联合 分 布 的 关系 . 了 解 二 维 随机 变量 的 条 件 分 布 . 

多 理解 随机 变量 独立 性 的 概念 , 热 练 掌 担 应 用 随机 变量 的 独立 性 进行 概率 计算 . 

册 会 求 两 个 随机 变量 的 简单 阵 数 的 概率 分 布 . 

外 了 解 二 维 均 习 分 布 .二 维 正 态 分 布 . 


二 .内 容 提要 


1. 二 维 随机 变 重 的 联合 分 布 函 数 与 边缘 分 布 函数 
(也 定义 :定义 在 同一 样本 空间 上 的 两 个 随机 变量 X, 了 构成 的 有 序 二 维 数 组 (X ,了 ) 称 为 
二 维 随机 变量 ， 对 于 任意 实数 x,y, iE 


| F(x,y)= P(X=x,Y=y). (3,1) 
Ж F(x,Y) 为 二 维 随 机 变量 (, 了 ) 的 联合 分 布 函 数 , 而 一 元 函数 
Fy(x)=P(Xgx)=P(Xgx, Y< +œ). (3.2) 
ЖОХ, УТЕ 于 的 边缘 分 布 函 教 . 类 似 地 
Ёу(у)=Р(Ү<у)=Р(Х< + % ,Y= y). (3.3) 
| 称 为 (天 ,了 ) 的 分 量 了 的 边缘 分 布 函 数 ， 
WCX, УУЖ хоу 平面 上 的 随机 点 ,可 以 看 出 F(x,y) ,Px(x),Fy(Y) 的 几何 直观 意义 . 
>” 7 ú 
х,0) zx 
F(x,y)= P( X< x,Y= >) Ех) = P(X< x) Fy(y)= P( Y= y) 
3-1 8 3-2 63-3 
å (2) 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 的 性 质 . 
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Ptxyy) 对 每 一 个 变量 都 是 单调 非 降 范 数 . 

ОЕ ЕЖЕН х,у, 

Е(х,у)Є (0,1); 

F(x,- 0) = F(- ю,у)-0; 

F( — @ ,— о) = 0 (3.4); 
F(+%,+o%)=1; 

ПІ Ғ(х,ко)-Ғұ(х),Ғ(ко,у)- Fry). 
. F(x,Y) 对 每 一 个 变量 都 是 右 连续 的 . 

ФЕ( х,у ЕЖИК: 

对 任意 实数 xl < x2,Y1 < yz, 有 

Р(х2,у2) – F(az,yi) - Ё(ху,у;) + ЕС, у) 

= Р\ХЄ(х,х), YC (y, у) >0. (3.5) 
(3.5) 00 x3, ya > + @% ,x |, ya — — 0 {ЛЗ . HHF x, y> @ ,x |, (Á 固定 ,于 是 
F(+%,+%)-F(+%,y)- F(x +) + (х,у) = PIX> x, Y> vil. 

Ш1-Ғұ(у))- Ёү(ху) + Ё(ху,у)=Р\Х > xi, y> yl. 

类 似 地 , 引 人 ЖИЕН Z РА АКЛУ fi PR ЖОНЕ. 
(X, X,, ,XX,) 是 n 维 随 机 变量 ,对 = 个 任意 实数 xx ,x,, 令 

Е(ху,ху, Ka) = P(X ху, Хх). Xn Eta) 

MER Р(х, 0,7,5.) ACX Хо, "7, X. BASKA y ap ЕК. 

(ХІ, X... АН НЕ Ху, Хо, с, X, ВНЕС Fy (х), Еу С), Fy 

(xa) WRR ETA CX , X,, X.) E y fi . 
п 维 随机 变量 的 联合 分 布 函 数 也 有 类 似 于 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 的 四 条 性 质 . 


2. 二 维 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 

(1) 若 二 维 随机 变量 ( 著 , 了 Y) 的 可 能 取 值 是 有 根 多 个 或 可 列 无 穷 多 个 , 则 称 (, 了) 为 二 维 离 
散 型 随机 变量 . 

(2){ 针 ,了 ) 为 二 维 离散 型 随机 变量 eS 其 分 量 了 ,了 均 为 一 维 离散 型 随机 变量 ， 

(3) 二 维 离散 型 随机 变量 (X, 了 ) 的 概率 分 布 可 用 表格 形式 表示 如 下 : 


其 中 py= P(X=%,Y=%)= Р((Х,У) =(х,у)) С од (3,6) 
WRES ЕЕ ИЫ ЕЕ (ОХ, 了) 的 联合 分 布 律 . 
上 述 表 格 称 为 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 矩阵 . 
— 60 一 一 
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рАЯ РЖ: 
(D рұ>0, і./-1,2,%- 
© 2; = 1. 
(4) 二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 与 边缘 分 布 律 的 关系 . 
若 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
p = P(X= x, Y = y;) Ë j= l 2 s: 
X 的 分 布 律 


Р(Хеҳ)=р.= 2ш. 

称 为 (X,Y) 的 分 量 久 的 边缘 分 布 律 ,同样 了 的 分 布 律 
Р(Ү= yj) =p.;= py: 

称 为 (X,Y) 的 分 量 Y 的 边缘 分 布 律 ， 


3. 二 维 连续 型 随机 变量 


(ОА: ОХ, YKKE RRRA Р(х,у), НЕЛЕ АТР ух, y), ИНЕ 


意 实数 x,y 均 有 


Р(х,у) = ЕР. /f(x.,v)dxdy. 
ШЖК (Х,У) ЕРЕН, ЖЖ /(х,у) YRA ЕЛЕН. 
联合 密度 函数 具有 下 述 性 质 : 
(D/(x,y)>0. 


@ [| f(z.y)dzdy=1. 
上 述 两 条 为 联合 密度 函数 的 特征 性 质 . 
DE fx,Y) 的 连续 点 (x,y) 钼 有 


д 2 
Kasy) Eten, 


@D(x ,了 ) 落 入 具有 某 种 性 质 ” 的 区 域 D 内 的 概率 可 表示 为 ， 
Р((х,)Є р)= || f(x,y)dxdy (3.13) 
0 


计算 f(x) ,fytY) 的 方法 如 下 : 
先 求 出 fx,yY) 关 0 的 区 域 D' 往 X 轴 上 的 投影 区 间 [4， 
Ь)(Ш 3-4), 


d(x) 
? ' a,b ; 
A=] Бы y)dy *€ ) 
0, HE. 


(3.14) 
fy( y) n) ЕНЕ! . 


* 准确 弛 说 ,中 是. 纵 Bod 集合 . 
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(2) 二 维 正 态 随机 变量 ， 
若 (X,Y) 的 概率 密度 为 


me кз 


21 


х-и} 


(3.15) 


其 中 а, Н2,0у,@),р 为 参数 ,al ,aa >0， % ілік yY) 服 从 参数 为 ну. 2:01 d2, P 的 二 


维 正 态 分 布 ， іс (Хх, ү) ~ М(наь61% аҙ, ар). 此 时 X ~ М(ш,о?. 7 ~ N(ux,o5). 
(3)( X, 了) 为 连续 型 随机 变量 ,而 D 为 平面 上 -- 个 面积 大 于 零 的 有 界 区 域 


# ( X , Y) BJ EX 6 ВЕ РАУ 


An ТЕЗ! 


0, Ku. 
NEA, УЕЗ АБ D 上 服从 均 色 分 布 . 


4. 二 维 随机 变量 的 条 件 分 布 
(19) 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 律 ， 
设 二 维 离 散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


=P(X=%,Y=y); i,j=1,2 


它 的 边缘 分 布 律 为 


ррЕРІЛ- Је др i = 1,2.… 


pj=P(Y=y;)= 2р Jalo 


当 p,;>0 时 , 称 


P(X=xlY=y)= P. t=1,2,." 


Ч 


为 在 Y= y; 的 条 件 下 ,X ЖЕНЕ Ла Ж Рау(ж1у)), ВИ 


Pxir( x;l y;) = „26 іші,2,-- 
Р.; 


当 Pi. >0 时 , 称 


POY = 31а) = 0, НЕ 


ЖЖ X = n BRIEF. BARABARA тыда 
Prix( y;1 x) = 1=1,2,""* 
易 知 条 件 分 布 律 有 下 述 性 质 ， 
(Py y(z іу) 20, Prxl yt x) >®0; 
2 2 Puiy(xil y) =1, 2 Prir( y; xi) =1. 


(2) 二 维 连 续 型 随机 变 重 的 条 件 分 布 . 
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(3.16) 


(3.17) 


(3.18) 


(X, 功 为 二 维 连 续 型 随机 变量 ,其 联合 概率 密度 为 f(z.y), X, Y 的 边缘 概率 密度 分 别 
Ял ОУ, f(x,y). Са) Су) НЯ, А fy(y) >0, 于 是 可 推 得 : 


Ёк кїй = Г еа. (3.19) 


ЖФ Ғұыу(хіу)- іш Р(Хехіу<У<у+ Ау). 
ду—0* 


由 上 可 知 在 条 件 (Y=y) 下 ,X 的 条 件 分 布 仍 是 连续 型 的 ,其 概率 密度 为 人 2X) , 称 它 为 


在 了 = y 条 件 下 , 工 的 条 件 概率 密度 , 记 为 六 ,xl1y)，, 即 
Ја 15) =). (3.20) 
当 f(x)>0 时 ,可 类 似 有 
ye = P Saa. (3.21) 
fnxlyla) = а). (3.22) 


容易 验证 :二 维 随 机 变量 的 条 件 概 率 密度 具有 一 维 随机 变量 的 概率 密度 的 性 质 . 
(З) (Х,У) ~ (а? роо; о). 


Даубк!у) ~ МС + PY ~ pa), (ou 1— 0)); 


Жхбуік)- Миа + ola - р), (озм 1-р7)?). 
结论 :二 维 正 态 分 布 的 条 件 分 布 是 一 维 正 态 分 布 . 


5. 随机 变量 的 独立 性 
(1) 定 义 : 设 (XX, 了 ) 的 联合 分 布 消 数 为 F(x,y) ,边缘 分 布 函数 为 Fela), Еу(у), ARY x, 
уен, 
Е(х,у)-Ғұ(х)" Бубу). “~ 43.23) 
即 О. 
Р(Х<х,Үсу)-Р(Х<х)"Р(Үң<ңу) 
则 称 X, Y 相互 独立 ,简称 了 ,7 独立 . 
(2)X, Y 相互 独立 的 判别 法 . 
QD 对 直线 上 的 具有 某 种 性 质 ” 的 集合 4,8, 有 P(XE A,YEB)= P(XEA4) P(YC B) 
SX, YMI. | 
DF, У ЕЮНИИ, ЛЕН ТІ (х) ,ALy) ,下 ,了 相互 独立 所 二 
TRR fx(x) :fy(y) 是 (X, 了 ) 的 联合 概率 密度 函数 . 
OE, NARRAN ЯЕ, X, YISA, 了) 的 所 有 可 能 取 的 值 (x;,y;) 有 
PC (3.24) 
(DEX, У) ~ Му, н), oli) W Х,У Зер = 0. 


# A,B HEREBY Borel Ж. 
= 62 == 


` ` f i sma. 92 o 702. p apatiidi о АОБА НА со іа. ¿2 Q Is К с 
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(4) 随 机 变 景 独立 性 的 概念 可 以 推广 到 有 限 个 或 可 列 无 穷 多 个 随机 变量 的 情况 . 
定义 (Хх, XA E n 维 随 极 变量 ,其 联合 分 布 函 数 和 一 维 边缘 分 布 肾 数 分 别 为 
(wi) , 若 对 任意 的 实数 ха, ВРВ 
ETTET TERE = Fy (x1)° Fy (хз) kasii Fx (xn). (3.25) 
则 称 Xis X,, XA, WEM. 
EX BX Xoe X o ИЛА, ДНЯ THS B EAA, 
则 称 这 一 列 随机 变量 是 独立 的 . 


6. 随机 变量 的 简单 函数 的 概率 分 布 
OD 两 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 的 线性 函数 仍 为 正 态 变 量 , 即 若 鲜 , 了 独立 ,有 是 X~N 
2 
(1,07), Y ~ N( 2,03), HI k | X, + k, X, + b ~ 146377 т Кон) + b, 2. Кю?) ,这 里 ki* k; 0, 
ki, о, b 均 为 常数 ` 


@—## = 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 万 ~ Nl) i=1,2, п, Д > а; ~ М 


CS; аи, X a) RE G REM, ARANO. 
一 般 求 二 维和 连续 型 随机 变量 (对 ,了 ) 的 函数 Z = p (XX, 了 ) 的 概率 分 布 ,可 用 分 布 函数 法 
求 之 , 即 


Р(2<2)- P(e(X,Y)= z) = Ц f(x.,y)dxdy. (3.26) 
@(<.+] <: 


化 为 二 重 积分 计算 . 
DIF Z= X +Y BX, WKE RERBA f(x, y) WA 
fala) = | Raz- adsa | а уау. '* ол?) 
其 中 fz(z) 为 Z 的 密度 函数 ， 
积分 | Aaz- addr, | f(z-y,y)dy 的 计算 方法 :( 以 | ”f(x，z = x)dx 为 例 ) 


先 将 fx,z 一 x) 关 0 的 区 域 D 在 хоу 平面 上 画 出 来 ,再 将 D 在 z 轴 的 投影 D K tH i 
Р..М(с,а) 8 3-5), ШЕ 


中 zj 
йе ғы :Є(с,4); 
2 = “(2 

0, RE. 


事实 上 ,f(x)= [`_/х,)4у Sfl) = |7 Aaz- да 的 计算 方法 相同 . 
OR X, YM RRAK F (x), Fy(y),MU mal X, У), min( Х,У) ЖНЖ 
分 别 为 
Fax X,Y) (2) = Fy(z)* Fy(z); 
Ғыл. ү (z) = 1—(1— Fy(z))° (I - нн 
QEA XXe, X. 独立 ， 
а 


(3.28) 
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а. Ж pA), (ХЫ. НЕ Xis X, X É үс 
ЖЖ, op, р, 相互 独立 ， T — 

b. Жр EX Aan, X. ЖЕ MEEN ‚Хх, Q Хв FÀ 22 ка) 
ИТЕ 是 另外 1 个 随机 变量 A; Хе, ХВ o, y HT. 
独立 . 

OR п EIER, AX, ХЕ RREA ЕЗІ 
яҙ, X). ХІ п 元 函数 由 (xl xs,x i= 1l1,2,- n WE: O 

а. ТЕНЕ — HIRR lyy n) BSR 

ш(хі,х ал.) тур (ж) 
存在 唯一 实数 解 х.(у|, у, у) =1,2,з°,л; 

b. ui(xi,x2, а) x;(y(,y2 s Yn AER, i =1,2,…,n; 


дұ, ди, 
с. ЕНИ НИО i =l... .n. M шу Хох) 10а 
J 


K 3-5 


ду, 
构成 的 n 维 随机 变量 (i,Y,,…, 了, ) 的 联合 概率 密度 为 
Жуу y.) 
-人 ЕТТЕ u y, (O x ) 有 解 时 ， 
` lo, 反之 ， 
(3.29) 
其 中 J Ж Jacobi 行列 式 , 即 
ду, ду, ду, 
Әл) dx 2%, 
Q (zu) |5, у^ ` 55 
UY уз”) А ñ р 
д Әль. Әх, 
ау ду, ду, 
三 .问题 与 思考 
І. ÈX SYA, TENAN X=Y? 
Б 否 , 举 个 简单 的 例子 . 
设 与 了 独立 且 都 服从 0- 1 分布 ,p= 二 , 则 (X,Y) 的 联合 分 布 如 下 : 
* 这 时 的 丙 数 指 普通 函数 . 
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y = 1 于 是 
Ek l Pier 
4 4 
! 1 4 -Р(Х-1,Ү--1)-Р(Х-1,У-1) 


жүз КӨЛЕ КЕН 
“47472 

2. KATE PS W PE А ЕН НИ ЕШ РА 2k tb, 267 
E В киж. ай АВ 2l| 2 ЕН ЫТ ІНЕ ИА ТЕЛЕ 
1,2 
1 e 2a 


—e 2 
=n] 72 -=<у<+Ф, 
0, х <0. 


KERE ә Aa ЕЗЕК, пати А Са) = {с шыты 
0 处 不 连续 . 

3. 对 二 维 高 散 型 随机 变量 ,可 定义 为 其 分 量 均 为 一 维 高 散 型 随机 变量 ,那么 对 一 维 连续 
型 随机 变量 可 否 也 类 似 定义 为 其 分 量 均 为 _ 维 连续 型 随机 变量 ? 

£ €. 无 论 是 一 维 还 是 多 维 , 在 定义 连续 型 随机 变量 时 ,其 本 质 是 它 有 概率 密度 函数 ， 


即 存在 非 久 函数 /满足 本 书 第 二 章 (2.17) 和 (2.18) 式 且 P(X<x) = | Ош 对 于 多 维 也 


同样 . 在 概率 论 的 理论 上 ,将 连续 型 随机 变量 定义 为 :存在 密度 函数 的 随机 变量 ,至 于 它 可 以 
在 一 个 区 间或 区 域内 连续 取 值 倒 不 是 本 质 的 ,甚至 也 是 不 确切 的 . 与 多 维 离散 型 旺 机 变量 的 
定义 不 同 ,多 维 连续 型 随机 变量 不 能 简单 定义 为 "其 分 量 均 为 一 维 连续 型 随机 变量 的 那 种 随机 
变量 我 们 可 举 反 例如 下 : 

设 Z ~ U[0,1),Z,= Z1, 则 随机 变量 (2Z,, Zs) 的 两 个 分 量 Z1, 2; 均 为 连续 型 随机 变量 ， 
但 (2,,2Z;2) 却 只 能 在 单位 正方 形 的 对 角 线 上 取 值 ,于 是 不 可 能 存在 f(x,y) 满 足 本 章 (3.11) 式 
(二 元 函数 在 平面 上 任意 的 直线 上 的 二 重 积分 均 为 0)， 即 (Z1,Z) 不 可 能 存在 概率 密度 函数 ， 
于 是 { Z1, 2Z;2) 不 是 二 维 连续 型 随机 变量 . 


4. 二 元 函数 /(x,y) = Мый 5 + 7 《2 是 -个 密度 函数 凤 ? 


HE. 
_ х+у> 1 _ 
Fay) = fi 1270 а-ти 
Ж /(x,y)2 89 HER 3 Z ZMN E£ TEREA: 
Q)f(x,y)>0; 


o| f(x ,y)dxdy= 1. 


而 此 处 | | /х,у)Фду= [| (è+ dedy =2к 1, у(х, RE ЖЮ 
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IE — + Jú rh W 8 ,应 满足 矩形 不 等 式 ， 即 对 于 Y ХІ < 47. ү < үз 有 
Е( х, кен үз) ~ Ё(х»). yi) + F(x + yi) 20. 


THA Fay) Ж a= роза, уа, 


Е(1,1)- Ине _ (1,1) + ЕС.) = — 10. 
于 是 此 处 Р(х,у) — Й ВАХ. 
5. KS SE EF PG ЕАУ, ДОЛ ЖЕК E РА ЖКН] ВЕЕ ЕШ? 
答 可 能 . 设 g(xz) 为 任意 一 个 连续 的 密度 函数 ,满足 g(0) >0,g( -x) = g(x)( 这 样 的 
ЖИНА ,如 标准 正 态 的 密度 函数 ). 我 们 定义 : 
2g(x)'g(y), xy > 0; 
йы е” 


ху <0. 
则 显然 有 


Фу х,у) 0. 
о Жх,у)ахйу= || ово) g(y)ázdy 


0 Q и + Гоч 
= || 2g(x)'g(y)dxdy + | | , 2g(x)'g(y)dxdy 
азах =l. | 
所 以 f(x. y) — ТЕН А ЖН (х,у) Е (0,00 ЖЕ, ЫЛ РА g 
(%),g(y) 均 连续 . 
6. 我 们 已 知 联合 分 布 为 二 维 正 态 分 布 则 其 边缘 分 布 均 为 一 维 正 态 分 布 ,反之 好 何 呢 ? 


Ж ”边缘 分 布 为 一 维 正 态 ,其 联合 分 布 可 能 为 二 维 正 态 ,也 可 能 不 是 二 维 正 态 ,我 们 可 以 
举 出 不 少 这 方面 的 例子 . АП: 


1 +9 Та ixl <x, 

2,76 2 +>. сбзхсозу, 

x 2x уі <т, 
Кх.,у)- А 3 25 

ё 2, ке. 


则 
D flx,Y) 是 一 个 二 元 密度 是 数 . 
PB /\х,у):>0, 显然 . 


| Іш flx,y)dxdy 
+ + 2 к fr 1 2 
- |' Г Уе 2 ахду + | | 57e "Cosxcosydxdy 


=l+>re “Г cosxcosydxdy = 1. 


@f( xr,Y) 的 边缘 分 布 是 正 态 分 布 
fx(x) = ШЕК 
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当 1x1< 工 时 ， 


fe(x) = 上 ye 4у + r Š cosxcosydy 
1 = 

е 2 
当 |x| >и, 
ло) е Payslot, 
于 是 fx(x) ~ N(0,1), 
同 理 fy(y) ~ М(0,1). 
(X,Y 不 独立 . 这 是 因为 р(х) у(х, 了) 的 联合 概率 密度 , 
@ 联 关系 数 руу = 0. 因为 
X~ м(0,0,Ү- N(0,1), 
Е(Х) = Е(Ү)=0 Р(Х) = D(Y)=1. 
于 是 pyy = cos( Х,У) 


ПП artera 
аспен 
= 212. |) e 2 dxdy 


+ F | ху 2-67" cosxcosydxdy 
‘wm | ë + 
-(| кл аа) (| у" е зау) 
ЕТТЕГІ 
Ory PEZ ЕДЕР. Efa ATEAK ERA, HHIH pr =0 可 椎 出 
X,Y 独立 . 这 与 X, Y ЖЭ зу ДИН. MAA, 2) 的 分 布 密度 Ax,y) 不 可 能 是 一 元 正 态 密 
КАЖ. 
7. 联合 分 布 为 均匀 分 布 是 否 能 得 到 其 边缘 分 布 也 是 均匀 分 布 ? 
答 @.Ü D x +y gr(r>0) 所 表示 的 区 域 ,随机 变量 (XX, 了 ) 的 联合 密度 为 : 


арақа (x,y)€ D; 
_ ҳе. 
于 是 (X,Y 了 ) 服 从 D 上 的 均匀 分 布 ,但 
[е lx] = r; 
fx( <) = аа. =н 


0, Ix] >r. 


不 是 均匀 分 布 . 

8. 设 (X, 了 ) 为 二 维 随 机 变量 ,对 任意 的 实数 xy, Р(Х>х,Ү>у) =1- P(X=x,Y< 
y)? 

Ж А.Н Хех, Ууу X> x, Y> y ЖАУ]. 
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9. 设 随机 变量 X,,X, 独立 且 都 服从 М(0,1), ЕН: X + X, 5 X, - X, 相 互 独立 . 
证 明 由 参考 书目 [1)]P92 定律 3.11 Hi: 

Х| + X; Б X, = X> ІШІ; ВЕ RA 

glapp = БЕЛЕДІ 

其 中 /(х,у)АЕ( A, X, ) УК Ж ан, ШЕЛ: 

Жау) ае 2, | 

J Ж Jacobi 行列 式 , 即 


l Jl 
2 2 1 
[h Ha 
2 2 
于 是 
+ у\? ®=— у\? 
" СЫРГ 1| 
g(z.y)= 5 2 - 2 
ЖЕМЕ > 
атағы 


| ЕҢ 1 ЕЕ 8 

= X. 7/2) д ху» 
可 见 g(x,y) 是 Xi + X> 55 Xi = X, ЇЙЇ ЙУ, Xi + X, 与 X, Хо 相隔 独立 ， 
10. 两 个 随机 变量 的 密度 水 数 不 同 ,它们 的 分 布 函 数 可 能 相同 吗 ? 
答 ВЕ. 如 ， 

1, хЄ (0,1); 1, z€ (0,1); 

кәзір қы. (а) = 00) HE. 

显然 f(x) g( x) ЕР ГА A РАСАНЫ, ер 


0, x < 0; 
TEE 0<х<!; 
la іші. 
11, 正 态 兄 机 变量 的 和 仍 为 正 态 随机 变量 吗 ? 
ЖЕ ”我 们 知道 ,独立 的 正 态 随 机 变量 之 和 仍 为 正 态 变 量 ,但 对 不 独立 的 正 态 租 机 变量 之 和 
就 末 必 是 正 态 随机 变量 了 . hn: 
设 XX ~ NOD, Y 是 参数 为 p= 少 的 0-1 分布. 又 设 癌 与 了 独立 , 令 
Хү, 4 у-=0в; 
| ш үшін. 
ЭЖ X,, Z = Xi + X, ИЯ. 


P(X,<x)=P(Z,=x.Y=0)+P(X,=x,V=1) 
= Р(Х)" + Р( - Хуа) 
=-у(Ф(х)+1-Ф(-х)) = Фх). 
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В Х,- N(0,1). ŒE X, + X; 不 是 正 态 随机 变量 . 
FXE, 
P(X, + X,=0)= P(Y=1)= y #0. 
于 是 X + X, 是 非 连续 型 随机 变量 ,更 谈 不 上 是 正 态 变量 了 . 
进一步 ,用 类 似 的 方法 ,可 求 得 Z= Ху. Х, 的 分 布 函 数 为 ; 


1 
Ф|}. 2<9; 
Fea) =) ру, | 
2+29(2). :>0 
12. 我 们 知道 , 若 蕊 与 了 独立 , 则 e, (Х)Ң gl 了) 独立 {这 里 а(х), ә (уу ЗЕН 
х“), Бе Ши? 
Б (Хх) 5 gY, A SYRU. 反例 如 下 : 
RANER, Р) Ж РАУ 
СЕИ аиса, 
лед 4a? i muy mas 
0 ке. 


这 里 4 > 0 是 常数 ,u(x),v(y) 是 [ - a, a КЕЗЕ ААЖ, Н 0<1ш( (уд <1 
由 于 w(x),v(Y) 均 为 对 称 区 间 上 的 奇 商 数 ， 


故 
1 |xi= a; 
fr(x)= 26 
0, lx] > G， 
1 
ys | іе $ 
KORE А 
0, . 1y1 > a， 
X u(x)v(Y) 不 等 于 零 , 故 当 ix1<<a,ly|l<<a 时 ， 
f(x,y)=# fy(x)'fy(y). 
РТА X БҮЛ . 但 是 可 以 证 明 X° 5j ҮАУ. 
PRE, X, YUKA РЕ 
0, х<0% у<0; 
"у, 0<х<а7,0< yga’; 
Fig Ұу(х,у)- 1р, O< x= a°, y> a2; 
Ly, х>а?, 0<у<а?; 
1, x > a2, y > а?. 


而 入 与 六 的 分 布 函数 分 别 为 


* 准确 讲 是 一 维 Borel Н А. 
一 70-- 


TTU —— s am saa. 
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0, х<0; 


Fe(x) = ЖЕ, 0<х<а% 
| 1, x > а?. 
0, у<0; 

ЕР (у) = 1-5, О<ужа?. 
1 у> а?. 


于 是 Fig r(x Y) = Ғо(ж)“Ғұбу). 
м А? 5 六 独立 .这 表明 ,虽然 ХБ ҮЗУ {Н КЩ X, V 独立 ， 
可 以 证 明 , 当 g(a) el у)}85-——Ж ЛУ РАН], Ж z (X) gz(Y) 独 立 , 则 可 推 得 X 5 


Y 独 立 . 
四 .典型 例题 
L 设 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 
ДЕ, х 20, у2:0; 
Кау) 2 


求 (中 系数 4,(2) 联 合 分 布 函数 Р(х, у), (3) Р(Х>1), (4) Р((Х,У)ЄВ), ЖФ р = 
I(xw,y):xz0,yz0,x+y=11,(5)P(X> Y),(6)fy(x),fy(y),(7)P(X+2Y=<1),(8)Z = 


一 二 “的 概率 密度 . 
解 (1) 由 | | /(х,у)йаду=1, 
ap WN Ae“ tP dady = lA =1 


(2) Шх>б0,у>0Ғ4, 


F(x,y)= EF f(x. y)dxdy = NA е-“%74х4у 


= (1-е7*)(1-е?). 
х,у 为 其 他 值 时 , Р(х,у) =0, 


прозу) 00176 70-677, х>0,ү>0; 


0, ЌЕ. 
(3) Р(Х >1) =1- Р(Х=1) =1- Рү(1) 


=1- (1, + <3ше”!-0.3679, 
(4) PIX,Y)C Di = ШЕРГЕ 
D 


1 1- x 
= | (e-*[ |, e`” ду ]]ах 
= 1- 2е”! = 0.2642. 
= ТІ — 
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(5) PlX>YI= ffa, y)dxdy = ПЁ “ябғу = =. 


2 
x= у х>0 
ү>0 
Ху 
К» + e “+d А х>0; 
(6) Ж\з) = | ењ |, y 
i 0, x <0. 
-Í x>0; 
0, x <0. 
ес”, у>0; 
HE f(y) = 5” БА 
(7) Р(Х+2Ү<1)= [| f(x,y)dxdy 
a+łygl 
- | | e` +P dxdy 
хад 
хаб 


r+2y=1 


= |, е *( | е 74у)4х 


=l+e`! _ 2е-% = {1 -ө-2У, 
(8) 方法 1+: 先 求 分 布 函数 ,再 求 导 ， 
当 ;>0 RJ), 


F,()=P(Ze:) = P|% <:) = P(Z+ үс) 


= | | Жа.уджу- | | e (*tv)dxdy 


ТУН Хх+у& 2; 
хай 


y=0 


w [Ѓ ең ГІ” а 


2: 
= Ё e *(1 = e*-2z)dx 


-ші-е 7 -2z 7, 


4 z<0R, RT X, Y 取 值 非 负 , 故 F,(z)=0, 
а е -%; Я 
RFI: 
4те”, 2:0; 
А02) = (07 | z <0. 
方法 2: ok dt f(z) 的 -~ RAR, PRIR. 


F;(2)= P(Z<:)= | 4% “< 了 ] = р( 2+ ү=2:) 


ff f(x, y)dzdy = |” (| у(х, yayar. 


x+y=2: 


两 边 对 z 求 导 得 : 
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fala) = Fy(z)= |7 £ | 一 f(x,y)dy)dx 


= |” 2Ғ(2.22- хУ)дх -2|7 Бох,22- x)dx. 


为 了 求 | f(x,2z -x)dx, 先 将 Л, 22-а) 60 的 区 域 画 出 来 . 于 是 


2: 
2 е\®+2?#-®д,у, > 0; 
Ра) = | | 
0, z < 0. 
_ pol z > 0; 
` (0, 2 < 0. 
2. 设 (于 ,Y) 是 二 维 随机 变量 ,在 .了 独立 且 都 服从 U 0,11. Z= X- ҮЕ. 
解 ” 先 求 2 的 分 布 函数 . 
Х.А ОХ, УКЕ ВОЈ 
1, О<х=1, 0<у1; 
Аа Уа OL OL М кы y 
3⁄4 z<0 R}, Р,(2) =0; 
X 021 Ht, 
Е,(:) = Ц f(x,y)dxdy = Ц 1dxdy 
-1x 积分 域 面 积 。 
=1x(1- 952702) 
-22-2. 
x z>ł 时 , Fz(z)=1, 
再 求 Z 的 分 布 密 度 
‚ [2-2z， бО<сса= ІН 3-6 
PORTOLA {0 2. 
3. (Х,У) ЕЛЕУ: 
Kape SW 0<х<1; 
Ж Z= X- YV 的 分 布 密度 ， 
М …Fz(z)= P(Z=z)= P(X- Yez)= лоу, 


>. 4 2<0154,Ғ,(2) «0. 
当 Q<z<1 时， 


Fz(2)= [| Зхбхау- 2: - 22, 


х-у2 
О<у<х 
Ü< <<1 


= 2>®1 时 , F,( z) =1 


— 73 — 
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3 у. P 
д» Е 21-2).  0<z<l; 
其 它 ， 
4. (е, 7 ) 的 联合 分 布 密度 为 
4,9 
fafi 4” 
0, HE. 


Ixi <] Iyl<l; 


шең Лйу {Н 22 Б у. 

Қ ”直接 参见 本 章 问 题 与 思考 中 12 中 的 反例 . 一 般 讲 ,由 上 与 ?独立 可 推出 ыу h 
立 , 但 由 上 与 六 独立 并 不 能 推出 上 与 7 独立 . 我 们 再 看 此 题 ， 

与 了 不 独立 ,我们 已 有 结论 ,而 此 处 与 六 却 独立 . 事实 上 , УЯГА: 


0, х=-1; 
š І 
Е) = | felt)dt = 2 (x +1), Іхі <1; 
1, x=]. 
六 的 分 布 函 数 为 ， 
Fr(y)=P(y < y) 
0, y=0; 
-%/у, (0<у<І; 
1, yæl, 
(E, ЕКА ЛЯ Ж RO : 
Ғ..2(х,у)-Р(Е6<х,7<у) 
Р(ё<х)= (1%), ІхІ<І,узі; 
Р(Ф«у)-Уу, жз, 0gy<l; 
= зааг | (273 于 ds)dt = Із! <1,0< y<1; 
tgx 
Say 
0, х<-1% у<0; 
1, x>1,y>1. 


由 此 可 知 : Р, 2(x,y)= Fela) F2(y) МЕЖ х,у 都 成 立 , 于 是 & 与 这 独立 .由 [1]P88 
定律 3.7 可 知 ,如 与 这 独立 . 
5. 判断 下 列 X, y 是 否 独立 .其 中 (XX, 了 ) 的 联合 密度 函数 如 下 


4ху, 0<х<1,0<у<І|; 
1) х, 
(= бе 
s. O= x< v, O=vy=l; 
(2) х,у) = | 0, КЕ | 
м (1)fxy(x) = ЕТЕ [557 кш | 
ке. 2 7 no = 3 
f= |" пдв к ! 


777 7355 — —s@Ü 
нала нн ee чь. с 
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于 是 有 (wx) fy(yY) 是 (XX, 了 ) 的 联合 密度 函数 ,所 以 与 了 Y 是 独立 的 . 
j. 8xydy =4x — 4x7, О= х1; 
0, Же. 
г. [вуд =4y Oeral 
Ам) = | ШЕН 0 уау =%у, ; < y=< 
0, 其 它 . 
于 是 fx(x) "fy(y) 不 是 (对 ,7 了) 的 联合 密度 函数 ,所 以 匀 与 Y 不 独立 . 
比较 (1), (2) ,我们 看 到 虽然 二 者 的 联合 密度 函数 均 为 变量 可 分 高 ,但 结论 却 截然 不 间 . 
这 是 由 于 (1) 中 X,Y 的 取 值 彼此 不 受制 约 , 而 (2) 中 却 彼此 约束 . 
6. 设 二 维 离散 型 随机 变量 (五, 了 ) 的 联合 分 布 矩 阵 为 : 


(2) 产 (x) = | f(sx,y)dy = 


[| a,b АН, Х, Уу? 
ЖҚ X,Y3R AV ij pi = pap. FE py рь = Pa’ Py 
为 了 方便 ,p, 中 的 i,j, 我 们 用 xoy ВХ, УМЕН. 


于 是 
1 
PENERE РЕСЕ 2и E Е 
Р - 2 ра Ро 1 979: 
3 
b= = -Ё2! 22. 
Ра P -il Р-в= 0: 
| 自然 我 们 也 可 以 利用 P(X = X;, Y= е) = P( X = x;)* P( Y= y) K P(X = Xis Y= у,) 
ij 


=1, 解 出 a,b, ERRI. 
7. 设计 ,了 为 独立 且 服 从 相同 分 布 的 连续 型 随机 变量 , 求 Р(Х Y). 
解 W X,Y 的 密度 酉 数 分 别 为 f(x),fy(y). 又 由 独立 性 知 :( 和 ,了 ) 的 联合 密度 函数 为 ， 
#(х,у) = (х) Абу) = Кх) f( y). 
其 中 (х) X, Y КЇ НЫЛЛЕ Н. 
于 是 


Р{Х=Ү)= аску) ахау 


x< v 


- |[Жх)-/(›)4хау= ГУ, уб)ах)Ф 


| = көне = |” құмы Шы 1. 
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其 中 Fy) 所 7) 对 应 的 分 布 函 数 . 

8. # f(x), Са) T ТІ F (x), РС) Е FEE СА, ШЕҢ XT T — Uj а 
(-l1<a<1)F2188 Ж ЭЖА E РАЖ, HRA ЫШ) ЖЕТЕ ОА f(x), (х): 

Хбх.) = (х1) (а) 11+ al2F (7) -1J(2F.,.(x,)- 121. 

证 明 由 于 Fil), Fale) ОН БАЖ. И 

-1=2F,(x,) - 11; Vx; ЄВ, ;= 1,2. 

2-іс<(2Ғ (x) - 1)02Е,(5) - 1) 1. 

Х-і<а<і1,ШМ 

-1<а(2Ғ (х)- ОҒ,(х3)-11<1, 

I+a[2F (x) - 1)(2F,(x,) - 1) >0. 

ПІ f(x). i= 1,2 为 密度 函数 ,于 是 有 

f,(xw.)>0,V x; C R,i=1,2, 

"fal xis x2) 20. 

下 面 证 请 (xixz) 满 足 本 章 (3.11) 式 ， 

由 题 知 ,我 们 只 需 证 

POSE ла) уа) - 02Р (аз) ~ Udaida =0. 
而 上 式 右边 为 : 


Ов С) Ов |`” (аа, (е) - 04а, 
于 是 只 需 证 | fi(x)(2F1(x1) -1]dxi=0 即 可 ， 
而 (7 Сл) СРС) -1)4х, 

=2| AGDE adda- |" (өдейі 


=2х-у-1=0. 


最 后 一 个 等 式 利用 了 本 章 典 型 例题 7 的 结论 ; 
| а) F(x)dz = 1. 
ЗАС) ЖЖ ЖНА. 
fr = (1) = (7 Я. Саца) хә 
= | аА) + a | СЉ) Са) —1)(2Ё;( а) - 114; 


= fia) + а) ОВ Сар) - 1): |°” Са) Рав) -1)4х› 
= 0) жал (х) (2,0) - 170 = fil). 


这 里 利用 了 前 面 证 明 中 所 得 到 的 结论 ， 
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| f.(x)[2F,(x,) - 1)dx; = 0. 


FIE fy (xo) = ІШ ЬОху,ж)аху = р(х), 

二 是 对 于 -- 切 -1< ax<1l.Ptxx) 有 进 缘 密度 函数 f(x i). f(x). 

9. W X,Y 为 相互 独立 的 具有 相同 参数 p ВЛ, Р(Х = п) = Р(У= п) = ("7 'р, 

oy p: 
求 (1)E= тах Х,У; А718; 
(2)(X,E) 的 联合 分 布 ; 
(3) 讨 论著 与 的 独立 性 . 

解 1) 方法 一 

ЕВ 2= пі = (6<п+ 11 - (2<ві, Віё< пі С |а <л+ 1. 

|ё<п+1{ = {Х<п+ ІГІК<тп +1, 

7. Р(ё= п) = P(£ <n+1)- P(£ < n) 
=P(X<n+1)'P(Y<n+1)- P(X<n)' P(Y< n) 
Стр) Стру? 

1 — 2" 2 1— л - | 2 
= 人 (6) 
= p 2--759. (п-1,2,4е) 
方法 二 
注意 到 |&= nl = |шах(Х,У)= л! 
= {UN п NV). 
于 是 
Р(ё=п)= PICU (X= DIN = п) + PIX NU Y= D)! 
>S piren ens S PaP 
= ігі 


т! | в | | 
= 2 q lp'q' p+ 2, q pg" p 


= pq" 102-0 фф). п-1,2,3,- 
方法 三 
EEH E=mal Х,У =] ш X> Y; 
Y, М Y> X. 
所 以 


Р(ё=п)=Р{(Х=п,Ң{Х>»®ҮН{)(Ү=п,щХ<Ү@)) 
=Р(Х=п,Ү<п)+Р(Ү-=п,А<п) 
a О, 
š 2 p +p № рт = рр 102-4 7). 
n = Бү жы 
(2) (Хх, EKD AA py= Р(Х = i,£=J) (i, j=1,2,3,-::) 
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>В, Н = тахіХ, YI NI: IX=iIflle8=ji=0, Тр, =0. 


Ч i=jit p= РОХ =. ОСУ Ю)) = 2) P(X=j,Y=Ah) 


= >; P(X=-p:P(Y=k)= рр У рф = p (1-9). 
k=l k=l 

当 i<j p= P(X=i,Y=j)=P(X=i)\ PUY =j)=p gtt, 

(зэ AIE, pi p; p.; ЖІ X ң £ 不 独立 i 

注 : 本 题 三 种 解法 的 关键 是 将 随机 变量 取 值 的 不 等 式 转化 为 一 些 事件 的 关系 与 运算 ,再 利 
用 第 一 章 的 概率 计算 公式 即 得 . 

10. 设 X,Y 独立 ,有 概率 密度 f(x) ,而 了 为 离散 型 随机 变量 , P(Y= у) = pj,j=1,2， 
… 证 明 随 机 变量 Х+ 了 有 概率 密度 函数 彤 (x)， 

h(x)= 2; pif x- у). 

ШЕҢ М FCE XRRR, A ХУ АУЛЫ. 

由 全 概率 公式 : 


Р(Х+Ү=х) = > P(Y=y)P(X+YgxlY=y;) 
i=l 


= 22; Р(Ү-у)Р(Х<х-»1Ү-у;). 
нн X, Y 的 独立 性 知 : 


P(X+Ygx)= >: Р(Ү= y,)' P( X< x — у) 


= У му). 
МШ к АХ УНИВ. 
Һа) = Ў рубу). 
п. 设 随机 变量 X, Y 独立 ,X ЖЕКПЕ), Y WREE ААВ PO 
= в) =р,ї=1,2,*,р,>0. 证 明 : 车 al,az а ТО, Ш YY 有 概率 密度 函数 : 
һ(х) = > pla ад; 


Ж aaz’ ai PART O 的 , 则 XY 不 存在 密度 函数 
-证明 若 cla ai… 中 有 等 于 0 的 ,不 妨 设 a =0, 于 是 P(X = 0) = Р(У= 0) = р 
>0( 由 于 137=02D2IY=0h, 故 好 不 可 能 是 连续 型 随机 变量 , 故 不 存在 密度 函数 . 
# aj ;a2 ,@，,"“ 中 都 不 为 0, 则 同上 题 ,以 F(x) 记 f(x) 对 应 的 分 布 史 数 , 由 全 概率 公 
式 及 X,Y 的 独立 性 知 : | 


Р(ХҮ<а)= У) р(Ү=а)Р(АҮ<х!Ү= a) 


ЕА > Р(Ү- a, )P(aX= xl Y= а) 
іші 
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> рр ха) + 22 рд x>4) 


4,<0 


> КОНЕ У в-а). 


H 


两 边 对 x 求 导 得 : 
h(x)= дра АШ» 240-4) л) 


= -È -= = plaih” 1% T 
12. #Х, ЕТТЕ N(0,1) ,以 (х,у АХ, YRKE ЖЛЕ ,НЕВН АЖ 
wà 7) +6 A y? + y 1; 
д\х,у) = 
f(x,Y), 当 w*+y*>]1 时 . 


是 一 维 概率 密度 国 数 , 旦 边缘 密度 为 N(0,1),N(0,1) ,但 (х,у) Ее. 
ШИН ”完全 类 似 于 本 章 问 题 与 思考 中 6 中 的 例子 . 
13. i X, Y 相互 独立 ,其 概 康 密度 分 别 为 : 


==, lxi< fl; pe - А 
Аж) = T x I < Абу) =12% 2, у> 0; 
0, у <0. 
0, іхізі. 
证 明 ;Z = X Y~ N(0,1). (ПІН 3.42) 
ИЕН 由 [1 中 习题 3.40 知 ,3 = ХУВЬ У; 
0) | Rora) |+ |4 
_ + E _ I 1 _ + 中 _ 7. 
“ЛЕ? I ШЕ 加 у= [7 С е 
№107 
作 变 量 替换 ty -r WERA: 
fe( z) = М єс. 22-1 77 e7 idis е7, 


ШІ Z= X: Y~ N(0,1). 
这 里 我 们 利用 了 


(7 е а= 2 ñ езш-1-/зе | 7226744 ЕЗ 

14. ЖЕТИ-ОН Т, ВАНЯ Е 5 дЕ, іа X ЗЕН - -次 掷 出 的 点 
Ж, УЗИГЕ, Ж 

(1)(X, 了 ) 的 联合 分 布 律 . 

(2)X,Y 的 边缘 分 布 律 . ([1] 习 题 3.2) 

Ж (HES S 了 服从 几何 分 布 , 且 


р(ү=)=(Ф} +2. із1,2,5% 
PE = У =) Е КВН ТЛЕ 5 的 点 的 条 件 下 ЫТ х .(i=1,2,3,4) 


mE 16 оаа мй DIAM TA NE AAT pO RD i г y 
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十 是 Р(Х= у=) =. 
РОХ =, У= ј) = РОХ у= Ј)- Р(Ү=Јј) 
ыл Р.Л 
= 3 к=) 6` 
其 中 ¿=1,2,5,4, 11,2, 


(2)Р(Х= і) = > P(X=i,Y=)=+, і-1,2,3.4 


r 
p(Y= p= [3 т |1,2, 
15. ik ХМ ЖЕЛЕ Жу(х), У Y= Х,ЖОХ,УМЕИ ЛИЯ . ОХ, У) ЕЕ 
续 型 随机 变量 吗 ? 


解 ” 设 (X,Y 了) 的 联合 分 布 函数 为 Р(х,у), 
F(x,y)=P(X=x.Y=vy) 


-Р(Х<х,Х:<у) 
г А 
| әш. 当 0<Yysx 时 ; 
yy 
7 | „ш. 当 Vy>x3-vYy,y>0 时 ; 
=x Y 
0, 当 y<0 或 x< -Vy 时 . 


(X, Y) — ЕМЕН ЖЫ. 用 反 证 法 证 明 . (А, 了) 存在 联合 密度 函数 f(x,Y)， 
则 在 f(x,Y) 的 连续 点 上 有 

а? x 

ea 

н || AG.y)dzdy = l; 


但 由 上 可 知 ;2 人 和 :如 0 故 (X,Y) 不 是 一 维 连续 型 随机 变量 ， 


дұдұ 


16. 设 随 机 变量 X -~ U[0,.1), Yi, Y2, Y, 的 分 布 律 为 : 


Р(Ү;=0) = P(T = D=}, i=1,2, n. B X, Yi, 0,77, Y НАЗ. Ri ‚2 


л 
i=l 


y; 
于 的 分 布 | 


解 M36382 озине. 
由 你 概率 公式 得 : 


“о 
бо | 
+ 

s S 
/A 
е 


[ч tə|>= кәч 
十 
| 


І, 
а а, =0) РОУ, =0) + Р(Х азау, =1) P(Y,= 1) 


2 <Х}-Р(Ү„=0)+ Р|Жєх—-у)°Р(Ү,=1) 
Xg2r) P(Y =0)+ Р(Х<2х-1)“Р(Ұ,-1). 
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`£ х0], F £ = 0: 
当 0< r< 7 时 ,上 式 = 2-3 +0: = Ді 
"ен н T =i 


ue Жі Кай a 
“>t E, ER = 1: bar 2-1; 


НА, а ЖҚА. 


0, х=0; 
нәзік О<х=1; 
1, х>1. 


2.22000, 1). 

та х a 3%) аа. U[0,1). 

利用 递 推 法 可 得 :2 + > 3-0,1). 

17. ҰХ,ҮЯНЖЯУНЖАЯЯ Жон ЮКО, Ж Z = үй. 

М 由 于 X,Y 取 非 负 值 , 故 = + 4 的 取 值 范围 为 [0， 1). 设 Z 的 分 布 函数 为 应 (z), 则 


当 z<f0 时 ,Frz(z)=0i 
Шіз>і 时 ,Fz(z)=1; 
当 0<z<1 时 ,由 分 布 函数 法 得 : 


Е;() = ro y <) = Ц Ае7“-2еіхйу 


“(ТЕ 、 
= || дех t) dedy = | [|| " Аааа) ау 
0 
x >Ü 


у>0 
(1-2) < zy 
= | (асқалы а ed заа. 
А 
即 2 = р Ш0,1). 
18. 设 (X,Y) 的 联合 分 布 密度 为 ， 
f(x,y)= Се +t -iy - 9 <х,у< + 0. 
(1) 求 常数 C; 
(2) 求 X, Y 的 边缘 密度 函数 ， 
(3) 问 和 ,了 是 否 独立 ， 
(4) 求 Z= X- Y 的 概率 密度 . 
М (Df(x,y)= Сеен 
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= Cdr: —— еар. Fri La- К, 
2 


ды 
由 密度 消 数 的 性 质 知 ; 
[TT AT.y)daay = l, 
ШІ С-2Ул-1. 
түн 78 
СЕ =, 
(2), ҮЗ ЖЕНЕ. 


.- А 2 
ЛС) = |" C Fe E e 


Абу) = |” уа = ет", уЄ(– =, + =). 
(З) ТТА ЕАС) СУ АВЕ (X, УЮ ЖНА f(x,y), РЕ X, YEHE 
独立 的 . 
(4) 用 分 布 函数 法 . 


P(Z=<w<:)= P(X- Y<:)= 1] ете Wdedy 


уш _ ШЕТ. һә | z+ y+] 
- [2° „(> Кы кн dzjdy= |7 5e | КЕ 4у. 
fela) = (7 ӨРТІН ему 


_ | 3. еті. 1 е G :+7+0 dy 
Ит А. 


= ү: L ater dy) etti 
0 2 
(| 0 —1_„.-(у+ + dy) ss 
-= 2/т 


с 
+ 
55 Ы 
м | 一 || + 
үә 
ым 
i 
© 
/ : х 
I 
8 
кә |11 м 
+ 
| 
Nr 
L. U u. 


уеде + зу ЛІС) 
2 ШШ ҖЕ ПЕ: 
page За) -geola 
一 82 一 
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22% 
sheti, (-%<z<+%) 


19, ХЕМ, 
ÀA ren% x > 0; 
AOE (0 к 
Y fF(0,X) ERMS ‚АЖ: 
ODY 的 条 件 概率 密度 fy (ylx); 
(2)({X, 了 ) 的 联合 概率 密度 Axy); 
(3) Y 的 概率 密度 . (ЮМ 3.18) 
М 《1) 由 已 知 ,Y 在 (0,X) 上 服从 均匀 分 布 , 故 所 求 的 Y 的 条 件 概率 密度 


0<у<х; 


ШЕ 
ДҰРЫС 
0, 其 他 . 
(2) 由 条 件 密度 与 联合 密度 陋 数 之 间 的 关系 ,我 们 有 : 
Кх,у) = fax(ylx)*fx(z) 
„ре О<у<х; 
00, 其 他 . 
(3)A(y) = ШЕШЕ 
М у<0%4,Л(у)- Іі" 04х -0, 
当 y>0 时 ， 
fy(y)= | дзе-ж десә, 


> 


即 了 的 概率 密度 函数 为 


Ае”, y> 0; 
ло) = (0 кай. 
l, X gk; 
20. E 3 X~ N(0.1 Ф| = К = 1,2. 
(0,1),— Y, 0, Х>і, 


(1) 分 别 求 Y, Y, 的 分 布 律 . 
(2) 求 (了 ,了 2) 的 联合 分 布 律 . 
М (1)P(Y =-1)= Р(Х<1) = Ф(1) 
P(Y =0)=P(X>1)=!- @(1) 
ІНІҢ P(Y,=1)= Ф(2) 
Р(Ү,=0) =1- Ф(2) 
(2)Р(Ү = 1,У,=1) = Р(Х<1, 2) 
= Р(Х<1) = Ф(1); 
P(Y e0,Y,=1)= P(X>1,X=2) 
= Р(1< Х<2) = Ф(2) — 6(1); 
Р(Ү-і1,Ұ;-0)-Р(Х<1,Х>2) 
= Р(0) =0; 
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Р(Ү,=0,У,=0) = Р(Х>1,Х>2) 
= P(X>2)=1- Ф(2). 


2. 设 X,Y 为 独立 且 邦 服从 参数 X= 1 的 指数 分 布 , 求 e= X+ “与 了 = КЕ 


ВЕ. 
Ж ХГис>0,.>ОФ ЖТИ e= x+ у, v= ,及 解 之 х= 
EP ди 
да = др | + - 5! 
2 x ду iY y 
_—\®*+у) _ (1-4) 
u ЕД 
因此 1J1 = TE па > 
СЕ, PHREN Я У): 
КӨРҮҮНҮ 
әй u 
(1+)? 
= тает (и>0) 


其 中 AKER À =1 的 指数 分 布 的 密度 函数 . 
所 求 (8, 力 的 密度 函数 为 ; 
1 


g(u,v)= ° 1+0 


0, 其 他 ， 
五 .习题 与 解答 ， 


习 RS 


ut =£ РЕ 


1+0'7 lito 


1. 在 箱 中 装 有 12 只 球 , 其 中 2 只 黑 球 . 现 从 箱 中 随机 抽取 两 次 ,每 次 抽取 一 球 , 用 和 ,了 
分 别 表示 第 一 次 与 第 ~ 次 取得 的 黑 球 数 , 试 分 别 对 有 放 回 抽取 与 无 放 回 抽取 两 种 情况 : 


(]) 写 出 {了 ,了 的 联合 分 布 列 ; 
(DAW X, Y 是 否 独 立 . 
2. 设 {X, 了 ) 的 联合 密度 函数 为 


С -юо<л< + 0; 
Е - ю<у< +, 
求 (1) 常 数 C; 

(2)P(0< X<1,0= Y=1); 
(3)fxy(z),fy( y); 
(4)X, Y ETA. 


3. 设 某 种 部 件 的 寿命 (单位 :小 时 ) 了 ~ (190,20), 
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茶 个 系统 独立 使 用 了 4 个 这 样 部 


件 , 若 4 个 都 正常 工作 , 则 系统 正常 工作 , 求 该 系统 至 少 能 正常 工作 180 小 时 的 慨 率 ， 
4. 试验 证 f(x, y) = ke- (“+24wy+ mf) 为 密度 函数 的 充 要 条 件 为 a>0,c>0,b -wu <0, 
= Ы, 
5. Ж(Х,Ю АЖО mooi p 的 二 元 正 态 分 布 , 以 D(A) 记 以 下 椭圆 的 内 部 
(5-44) 2005 =й у=) pa y = - 


2 
1 0182 25 
R Р((х,Ү)С D(À)). 
6. Ü X 5 Y 为 独立 的 随机 变量 , 均 服 从 Poisson 分 布 ,参数 为 4,hA ,证 明 : 


(1)X+Y~ nlà, +à); 


k n~ k 
(2)Р(Х=К\Х+Ү=л)= Ct AEN 1 . 
7. ШАЙЫ Poisson 分 布 ,参数 入 , Ж 
(1)Y=aX+b; (a,b УСНЕ, Н а0); 
(2)2-Х%; 
的 分 布 ， 
8， 设 X,Y 了 相互 独立 ,日 密度 峭 数 分 别 为 
. 5; хЕ(0,0.2); 
fla) = l, кы. 
Se y >0; 
TIERES {0 лец 
Ж .Р(Х>Ү). 
9. 设 随机 变量 满足 P(E= а) =1,а 为 一 常数 ,Y 为 任 一 随机 变量 ,分 布 函 数 为 Р, 
(у), WEB: X, V HEIM.. 
10. Pr X,Y H SR hr , 均 服 从 标准 正 态 分 布 N(0,1), 求 Z = X/Y 的 密度 函数 . 
ll. 设 Y, 了 相互 独立 , 均 服 从 [0,1 工 的 均匀 分 布 , 求 使 方程 É +2XY: + Ү=0 ERRA 


概率 . 
12. 设 随机 变量 X, YEM, A X~ U(0,1), Y 的 概率 密度 函数 为 
у, 0<у<1; 
убу) = 42- у, 1<у<2; 
0, HE. 


求 2Z=XY+y 的 分 布 密度 . 

13. 设 了 为 只 取 正 值 的 随机 变量 , 且 nY 服从 正 态 分 布 (wyc2), 求 了 的 概率 密度 函数 
(Y 的 分 布 称 为 对 数 正 态 分 布 ). 

14. RENER, 了) 的 概率 密度 为 

| 120у(х-у)(1-х), 0су<х<!|; 

ау) = 5 нр. 
RZ= YAV 天 的 概率 密度 . 

15. ЯНҒАН ЕЕ (Х,У ЖАНУ уі ңі 的 均匀 分 布 ,其 联合 密度 为 fla, 
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y) R {ууу\у1),Дуу\х1у). 
16. 设 随 机 变量 (X, 了 ) 的 联合 概率 密度 为 
С(42- у?)е*, 0с<х<%,1уі<х; 


Кау) -lo RE. 
Ж С А рб), бу). 
17. 设 随机 变量 X,Y 独立 , 且 有 
P(X=1)= P(Y=1)= p>0; 
P(X=0)=P(Y=0)=1-p>0. 
定义 随机 变量 
1-41 XX+ 了 为 偶数 ; 
0, 于 + 了 为 奇数 . 
Ж p 取 何 值 时 ,着 ,2 独立 ? 
18. (X 312) 的 联合 密度 图 数 为 f( xi, xo), 
令 Y) = aX) + bX, 
Y, = eX + Х,. 


其 中 a,b,c,d 均 为 常数 且 A= | | H z0,R(Y I, Y, КЕЛЕА (у, уг). 


答案 与 提示 
1. ЯЖШ: 
y 
Y 0 1 
2 5 р 2; 
„12 í 
36 36 


4 10 К 
0 © 6 此 时 ,于 ,了 不 独立 
l 10 1 
6 66 
2.(с=% OL Wf) ff) 
(4)X, 了 相互 独立 
3, 0.229 
4， 提 示 : 由 本 章 (3.10) 和 (3.11) 式 ,并 利用 


was w —— — ——wrasSUrnmaam. „ма = 
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| ыйан луд i 


5. 参阅 王 梓 坤 :概率 论 基础 及 其 应 用 (第 二 版 ) ,北京 师范 大 学 出 版 社 , P76 ~ PT. 


Р(Х, YEDA) =1-e 5 
6. (6). 


k 
7. P(Y=ak+b)=P(X=k)= ел &=0,1,2,- 


k 
Р(2 = №) = Р(Х= В) = тегі к= 0,1,2, :-- 
8. e`! 


і 
10. acn 
A ey 
1 
11. 2 
12. 
0, z < 0; 
2 
+ 0=z<1; 
fla) = -2+3z- 3, 1=2<2;. 
2 
5 +3:+9, 2<:<3; 
0, 323. 


13. Жж: 

W Fy(x) = Р(Ү<х), 

>f g0 At, Fy(x)=0, 

1 х>0 HJ TE SK 

|Y= xi = ny<lnxl = {=н орхи] 
т а 

故 

Fy(x) = @((Inxz - д )/в), 

两 边 对 x Ж ВП АЈ 8 р(х) 


96 > 7 30 5 
1 _ 23 _ 2 
14. ZOR! Ox 7 х + 8х 85, Об<л<і 
0, 其 它 
15. 当 1x1< 1 时 ， 
ІУІ<У1-х2; 


= 
Hao 人 1-42, 


0, 其 它 
Ҹу <1 F, 


1 
本 \х|</1-у°; 
ЖАРА С 
0, 其 它 


Oe TL жйоризамы dL Үн. 5--о» жылнама АҚЫР гі ы. 125420 02 
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F 

8 

а! 3 -x 

6х О<х< ко; 
0 х<0. 


ло) = 1091 +1)e 1?! 


17. p= + 


18. g(yi y2)= ср 
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ерле “随机 变量 的 数字 特征 


一 .基本 要 求 


WD 理解 数学 期 望 方差 的 概念 ,掌握 它们 的 性 质 与 计算 . 

3 会 计算 随机 变量 函数 的 数学 期 望 . 

ОЖ DB fi . 泊 松 分 布 .均匀 分 布 .指数 分 布 和 正 态 分 布 的 数学 期 望 与 方差 . 
地 了 解 协 方差 .相关 系数 和 矩 的 概念 ,掌握 它们 的 性 质 与 计算 . 


二 .内 容 提要 


1. 数学 期 望 的 定义 
中 设 离散 型 随机 变量 X HAREA p = PIX=x! ,i=1,2,… 
# Doup 绝对 收 化, 则 称 它 为 的 数学 期 望 , 记 为 ECX), ВП 


Е(Х)= isip. (4.1) 
此 时 , 称 X 的 数学 期 望 存在 ,或 称 忒 有 有 限 的 数学 期 望 Ç 
若 2 1xi1p;= + om , 则 称 下 的 数学 期 望 不 存在 . 
网 设 连续 型 随机 变量 《的 概率 密度 为 f(x)， 


车 а/Ода 绝对 收 仇 , 则 称 它 为 x 的 数学 期 望 , 记 为 EO), Ы 


Е(Х)= | k Gd. (4.2) 
ПӘН ЕТТЕГІ ТІГЕ 


ж 


车 | 1x1f(x)dx = + m, 则 称 X 的 数学 期 望 不 存在 


从 上 述 定义 可 知 ,随机 变量 的 数学 期 望 车 存在 , 则 它 是 一 个 实数 . 
当天 服从 某 分 布 时 ,也 称 其 分 布 的 数学 期 望 为 Е(Х). 


2. 数学 期 望 的 性 质 
QË C 为 常数 , 则 Е(С)= C. (4.3) 
ОЖ C 为 常数 ,随机 变量 了 的 数学 期 望 存在 , 则 CX 的 数学 期 望 存 在 , 且 
Е(СХ) = CE( X). (4.4) 
ОТСЕВ (Х,У ИТЕ X Y 的 数学 期 望都 存在 , 则 X + Y 的 数学 期 望 存 
在 , 且 
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E(X+Y)= Е(Х) + E(Y). (4.5) 


推论 п 维 随机 变量 (Xi ХХР АЕ ЗЕ BBB g ZF TE, > X, 的 数学 


期 望 存 在 , 且 

Ех) = DEX). (4.6) 
@ 著 了 XY 相 互 独立 ,它们 的 数学 期 望都 存在 , 则 XY 的 数学 期 望 存 在 , 且 

E(XY)= E( X)E(Y). ` (4.7) 
推论 X... A 相互 独立 ,它们 的 数学 期 望都 存在 , 则 T] x, 的 数学 期 望 存在 , 且 

к(ТІх) = ЇЇ E(X;). (4.8) 
OF ХЕ ФИН, FOX) 9 | 

Е(Х)>0. (4.9) 
推论 Ж ХУ, БОХ). ЕСУ), М 

Е(Х) < ЕСУ). (4,10) 
特别 地 ,着 а X<=b(a,b 为 常数 ), 则 EXE, H 

а<Е(Х)<В. (4,11) 


ЖҮЛЕТІСІТЕРІ 
Q 设 离散 型 随机 变量 了 的 分 布 律 为 = P|X= mhil, рх) ХШ. # 
> 9(xi)P; 绝对 收 敏 , 则 可 以 证 明 p(X) 的 数学 期 望 存在 , 记 为 Elex), Jf H 


Е(е(О1- 21e(xO)pi- (4.12) 
нў, б ф(х A R ЗЕЯ . 
加 设 连 续 型 随机 变量 ХЕ Ж /(х),е(ХУ X йа, Н p(X) 也 是 连续 型 随机 


变量 . 车 | p(x)/(x)dx 绝对 收敛 , 则 可 以 证 明 p(X) 的 数学 期 望 存 在 , 记 为 E( gCX)], 并 且 


E[e(X))= | ф(х)/ба)4х. (4.13) 
此 时 ,也 称 p(X) 有 有 限 的 数学 期 望 . l 
О ЗЕЛЕ (х, 了 的 联合 分 布 律 为 py = Р\Х = х, Ү = зї] -1,2.%:,24 
= (Х,У) (Х,У) PS 38 . Ж СЕЛІ 8k , W| SJ DL HEH Z= e@(X, 了) 的 数学 期 
ШЕЕ ДЕЛ (2Z) 或 E[ p(X,Y)] ,并且 
Е(2) = Е{Ф(Х,У)) = р(х; y) py (4.14) 
此 时 ,也 称 p(X, DERRIEN . 
@ 设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 f(x,y),Z = p(X, 了 ) 为 (X,Y) 的 函 
Ж.Н Z= p(X,Y) 为 连续 型 随机 变量 . 若 | ”| ” рох,у) бау) ахду 绝对 收敛 , 则 可 以 证 


% 
-% 
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明 Z = ф(х, У) ЗЯ ИТЕ, у Е(2)% ЕСФ(Х,Ү)1,3ЕН 


Е(2) = Е[Ф(Х,У)) = || ф(х,у)х,у)ёхӣу. (4.15) 
此 时 ,也 称 p(X,Y) 有 有 限 的 数学 期 望 . 


4. 方差 的 定义 与 计算 公式 
中 设 随机 变量 X 的 数学 期 望 g(X) 存 在 ,车 E( X - E( X))2 存在 , 则 称 它 为 X 的 方差 , 记 
为 D(X) 或 Var(XX), 即 
Р(Х) = E(X - E( X))°. (4.16) 
ЖЕ, ХУН. 
E Е{Х-Е(Х)) = + =,Ш# ХЕ ТЕ. 
称 МКЖ ЖЕНУ D( X) у ХВО ЕНЕДИ ЖЕ jk a ( X),BD 
о(Х) = D(X), 
Е ЙЛ ШЕЛ ОН, ЖАШ ОБЕ x 的 方差 存在 , 则 它 是 一 个 非 负 实数 . 
当 针 服从 某 -分布 时 ,也 称 某 分 布 的 方差 为 D(X). | 
四 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 p, = PIX= х, = 1,2,…, 其 方差 存在 ,根据 (4.12) 


式 则 有 | 
D(X)= > (x, - E( X))°p,. (4.17) 
GI k £h НД, ЛУШ 了 的 概率 密度 为 所 x) ,其 方差 存在 ,根据 (4.13) 式 则 有 
р(х) = | (х- E(X)/(z)dx. (4.18) 
@ 在 计算 D(X) 时 , 除 用 (4.17) (4.18) 式 外 ,有 时 用 下 述 (4.19) 式 较 方便 
Р(Х) = E(X2)-[(E(X))2= Е(Х2) – E(X). (4.19) 
5. 方差 的 性 质 
| Q) C 为 常数 , 则 DCC) =0. (4.20) 
DOF С 为 常数 ,随机 变量 X 的 方 益 存在 , 则 CX NYERE, H 
D(CX)= C2p( X). (4.21) 
Ofi Х,Ү 相互 独立 ,它们 的 方差 都 存在 , 则 对 t+ ҮЛ ЖҮ Е.Н. 
D(X+*V)= Р(Х) + D(F). (4.22) 
推论 Ж Ж.Х. 相互 独立 ,它们 的 方差 都 存在 , 则 D) X, 的 方差 存在 , 且 
p (x) = > р(х), (4.23) 
DË X 的 方差 存在 ， 对 任意 的 常数 С E( X), W 
Р(Х) = E[ X- E(X))2< E( X - C). (4.24) 


RR z(C)= E(X- CC) 在 C=E(K) 处 取 唯 一 的 最 小 值 . 
OE D(X) 存 在 , 则 D(X) =0 的 充 要 条 件 是 
_ РІХ-Е(ХДІ-і. (4.25) 
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6. 协 方差 ,相关 系数 的 定义 与 计算 公式 

(ТЕЛЕН (Х,Ұ), Ж E((X- FE(X))(Y- E(Y))])#f# , WEE 9 X Y RBA 
差 , 记 为 Cov( X, Y), Вр 

Cov( X, Y) = E[ (X - E(X))(Y - E( Y))). (4.26) 

此 时 , 称 针 与 Y 的 协 方差 存在 . 

Ж El[X- E(X))XY- E(YV)))l = +œ, WER X t; Y 的 协 方差 不 存在 . 

Q ARRUME, 了) 的 联合 分 布 律 为 py; = PiX=xi,Y=%|,i,j=1,2,…, 且 
Cov( 多, 了 ) 存 在 ,根据 (4.14) 式 则 有 


Col X, Y) = У) (x; = ECD- ЕСУ; (4.27) 
Фи АРЕ ОХ, Ym S ЕЕ И S flr, y), B Cov(X,Y) 存 在 ,根据 
(4.15) 式 则 有 
Сох, 0) = | | ` (а Е(Х))(у- Е(Ү))/бх,у)хду. (4.28) 
全 在 计算 Coy{ 六 ,了 ) 时 , 除 用 (4.27}、(4.28) 式 外 ,有 时 用 下 述 (4.29) 式 较 方便 . 
Соу(Х,Ү)- E( XY) – E(X)E(Y). (4.29) 


= РЯ | | ú Cov( X, Y) 
С ЕМЛЕ (Х,У), ж РХ) СРЕ, ВАХТЕ Моту -CR Сү)” 
X.Y 的 相关 系数 , 记 为 оху. 


к= 16, 2 (4.30) 
V D(X) у D(Y) 
车 D(X).D(Y)#/p I — ТЖ, RE D(X)、D(Y) 都 存在 ,但 是 它们 至 少 有 一 个 为 
零 , 则 称 X.Y 的 相关 系数 不 存在 . 
X pxyy =0 时 , 称 习 .了 不 相关 . 


7. 协 方 差 相关 系数 的 性 质 
DH X YIH Cov( X, YMFE, M Соу(Х,Ү)-0; 
Ж X YWA ВН pxy 存 在 ‚Л pxy = 0. 


DE D(X).D( 了 存在 , 则 
Е(ХҮ) = E(X)E(Y)+Cov(X,Y). (4.31) 
Рр(Х+ Ү) = Р(Х) + D( Y) +2Cov( X, Y). (4.32) 
ICo( Х,У)! «у Р(Х) V Р(У). (4.33) 


ПЫ ТТ Ar ch Ар 14+ —&— A= -Мү ZZ А I 
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PlY=aY+bl=1. | (4.39) 


8. Ж 

ЮЕ ИЛЛА (Х,У), 为 非 负 整数 . 

# 天 ( 瑟 ) 存 在 , 则 称 它 为 习 的 不 阶 原点 矩 ,简称 ХЕ ТЕ , 记 为 pr B и, = ECX). 

F E[X-E(X)]* 存在 , 则 称 它 为 X 的 & 阶 中 心 秆 , 记 为 or, B о, = ELX- E(X))*. 

若 EPY ТЕЛЕ, СЫЗ XAY, ИЙЕ ЛЕ ғұ, BE pu = КОХ). 

ЖЕС(Х- E(X))*(Y- ECY) EE, ШЕ XAY KG, ИИН PO 18 ou, 
即 

сы = Е((Х- Е(Х))*К(УҮ- Е(Ү))!). 

显然 ,数学 期 望 E(X)E ХВЕ, Лу 3 DYX) 是 X 的 二 阶 中 心算 , 协 方差 Cov( X. Y) 

是 X 和 Y 的 (1,1) 阶 混合 中 心 矩 . 


三 .问题 号 思考 


1. 离散 型 随机 变量 x 的 数学 期 望 的 定义 中 为 什么 要 求 级 数 x; р, ӨЙ? 

答 离散 型 随机 变量 (其 分 布 律 为 p = p|X= XI ,i=1,2,…) 的 数学 期 望 阁 存 在 , 则 它 
是 一 申 数 1x;| 的 加 权 平均 > уду pi 这 个 加 权 平 均值 应 该 是 唯一 的 , 即 改 变 这 一 串 数 中 的 某 些 
数 的 求 和 次 序 时 ,其 加 权 平 均值 不 变 . 在 数学 上 ,这 就 等 从 于 要 求 级 数 Хар, 绝对 收敛 ( 见 
《高 等 教学 } 下 珊 , 刘 颖 主编 ,北京 理工 大 学 出 版 社 ,1991 年 ,P293 УВ 

2. 连续 型 随机 变量 X 的 数学 期 望 的 定义 中 为 什么 要 求 积分 | + /(z)ax 绝对 收 伍 ? 

答 “连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 是 通过 离散 化 的 方法 ,由 离散 型 的 随机 变量 的 数学 期 户 
的 极限 而 引入 的 . 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 存在 ,要 求 级 数 绝对 收 仇 ,这 就 等 价 于 ,连续 型 
随机 变量 数学 期 望 存在 ,要 求 积分 |” x /(x)dx 绝对 收 全 . 

3. 数学 期 望 不 存在 的 例 

(1) 离 散 型 随机 变量 X, 的 分 布 律 为 


Р{ х, = ( – пе} ap k=1,2,.… 
(2) 连 续 型 随机 变量 X, 的 概率 密度 为 
1 
Ая)- 


x(1 + x2)` 
PR X; 为 服从 柯 西 (Cauchy) 分 布 或 自由 度 为 1 的 fs . 
试验 证 (XI)、E《(X,) 不 存在 . 
解 (1) У) 


k=l 


-E(X FEE ЖЖ 


-9 < x < + % 


CDEL 
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А, T җа kdl 

Саша 2, Db. 

(ЕЗУ. ЕҢ 北京 理工 大 学 出 版 社 ,1991 Ж, P308, 0 10.4.5) 
(2) `: F | if 


PERENE (жа Тәте 1f EE 二 | 一生 上 Ы 
М шетт МГ ре qS P ы m 


кн + х2) | = +0, E(X) MFE. 

4. 数学 期 望 存在 .方差 不 存在 的 例 

设 连 续 型 随机 变量 《的 概率 密度 为 

f(x) = (2+ 22) 2, — o < x < + % 

ХААН 2 80) 分布. Kasir БОХ) ТЕ, D(X) 不 存在 . 

М H x — + m 或 x 一 -%m 时 ,都 有 x(2+ ‚үз = o[5) “ x (2+ 2у-3 = o[ 1) . 出 
三 义 积 分 的 比较 判别 法 知 ， Г. \х\2+ gja Idx Ж, |". lz (24 х2) -% idr А. АК E 
(A HEE, ЕСХАТ, ЖІП D(X) 也 不 存在 . 

ЭЖ, ӨЗІ Е(Х)-0. 

5. 随机 变量 X、Y 相互 独立 ,但 pw 不 存在 的 例 . 

设 六 .了 均 服 从 自由 着 为 2 的 分布, 且 X.Y 相互 独立 , 则 Cov{ Х,У) = ЕСХУ)-Е(ХҘЕ 
(Y)=0, [E D(X)、D(Y 了 ) 均 不 存在 ,所 以 pry 不 存在 ,更 谈 不 上 pry=0 了 了. 

这 个 例子 告诉 我 们 :(1) 于 .YY 相互 独立 , 推 不 出 于. 了 不 相关 ;(2)Cov( 夺 ,7) =0, 也 推 不 出 
X. YAIR. 

6. 随机 变量 X. 了 独立 ,但 Cov(X, 了 ) 不 存在 的 例 

Ж Х=а(Ж@),У 服从 自由 度 为 1 的 :分布 , 则 久 、Y 相互 独立 ,由 于 EC(Y) 不 存在 ,所 以 
Cov(Y ,了 ) 思 不 存在 . | 

ХВЕ. Y 相互 独立 ,但 Cov(X,Y) 可 以 不 存在 ,更 谈 不 上 Cov( X, У) = 0 
ү. 

7. 综 合 5.6, 得 到 如 下 结论 ，; 

(DÆ X. V 相互 独立 ,有 目 om 存在 , 则 pxy=0, 即 了 ,7 不 相关 ， 

(2)# X Y H fh u Н Cov( X, Y) £ fE, W| Cov( X, Y) =0; 

(324: Cov( X, Y) =0, Н pry 存 人 在, 则 pxy =0, 即 不 了 不 相关 . 


四 、 典 型 例题 


1. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


G-p? 
f(x)= ае” 8 +be 2 , -о<с(<-о 


* {1% Оба(х))89 Я ЖЖ. lim 00800) „ c.0< Lel < + „ДН а BAEREN, + =й e. 
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其 中 а,Ь 为 待定 常数 , 且 已 知 EX) 5. 
Же а. b 的 值 . 
分 析 ЖК, ЛА А р САРА У ЈА. 
现在 ,已 知 E( X) = ,给 出 TER a b 这 两 个 未知 常数 的 一 个 方程 ; 男 - -个 方程 ,由 连续 
型 随机 变量 的 密度 函数 的 性 质 :| ”/(x)dx = 1( 即 本 书 第 - 章 的 式 (2.18)) 给 出 


fe EK ЗУ. Еж АКА нр А НА 了 了 随机 变量 分 布 的 核 的 概念 . 

直面 简 单 介绍 - -下 这 个 概念 . 

设 随 机 变量 X 的 概率 分 布 的 乓 x)]( 对 连续 卉 随机 变量 六 ,f(x) 为 其 概率 密度 ;对 离散 型 随 
机 变量 X,f(x) 为 其 分 布 律 ), 为 了 突出 f(x) 中 与 自 变 量 x 有 关 的 部 分 ,将 f(x KR f(x) = 
Св(х), ЖФ С ы И x 有 关 的 部 分 , 则 称 g(xz) 为 于 的 分 布 凡 xz) 的 核 ， 


在 此 题 中 ,e- б е е 正 态 分 布 N(1,22)30 六 (2,1) 的 核 . 


解 1 = ЭЛИН е Ш 7 „05274, 


© PE у © 
=2а /2т | s = | 3 ах + b | 724 етене 
x - y 2x 


З = E(X) = | ТҮСІН 


-24 Va| prde “qa +b Vm |" ;. NU 
~ 0 т 


2х2 -> 
к: өзө. (2) 
ЕТЕ ИН 
联 立 (1 (2) ,得 ae = 一 一 Z Р. 


2. КЕТЧИ ЕЙ S р(б<р<1), КНУ Q= 1-р. 今 向 靶 作 独立 重 
УЯ, ВТ ОЕ. 记 停 止 射击 时 已 消耗 的 子弹 数 为 X.R (х). р(х). 
Ж X 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 PIX=ki = др, k=1,2, 


于 是 E(X)= нее =p 5, 
Е( X2) = э иы 
t D g spllgl<i, 
ЖИ ЗА КТЕ E SUR РУ Ө] EDR Р, ПГ 83 
Баға. D Әр (ЕД Ы» 


对 上 式 两 端 乘 以 q, 再 对 9 RF, 可 得 


24-1. E 
у) геле. 
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PVA E( X) = 5” р = (1- l so РТ 


_ = 一 十 9. -us 
从 而 有 D( X) = кй us = 


тел ины I балагада аел REO) 
ру). 


析 УЮЛУ PIY= kl = фр, = 0,1,0, HP p= трет. 这 样 
仿 上 一 题 的 作法 ,可 求 出 ,及 Y) .DZ 来 . 


现在 介绍 此 是 的 另 一 解法 . 观察 改写 后 的 了 的 分 布 律 与 服从 参数 为 p= [一 的 几何 分 布 


ХВ РХ = 时 = qt p.k = 1,2-1. V BEBAS GIB E X £ -个 0. 于 是 ,FF=X- 
1. 这 样 ,利用 数学 期 望 方差 的 性 质 和 上 一 题 的 结果 , 易 求 出 E( Y) .D(Y). 
解 и р 的 几何 分 布 的 随机 变量 ,其 分 布 律 为 PIXK=k| = фр, =1,2,:--, 


Ж р = РЕ. Е 


ПЕ, “1+@' 


由 上 一 题 的 结果 知 ; 
Е(Х) = =1+а,р(Х) == а(1+а), 
р р” 


又 易 见 :了 = 无 -1, 于 是 
E(Y)=E(X-1)=E(X)-1=a, 
Р(Ү) = D(X-1)= D(X)=a(l + a). | 

4. RPA N 只 球 ,其 中 白 球 数 为 随机 变量 X, H E(X)= n. 试 求 : 从 该 袋 中 任 取 一 球 是 
白 球 的 概率 . 

分 析 ”此 题 是 求 一 个 事件 的 概率 ,似乎 不 好 下 手 . 但 是 , 设 出 天 的 分 布 律 是 解决 此 题 的 
关键 一 步 ,也 是 很 自然 的 一 步 . 因为 只 有 这 样 ,E(X) =n 这 个 条 件 才 能 被 利用 . 然后 ,用 全 概 
率 公式 来 求 这 个 事件 的 概率 就 是 顺理成章 的 事 了 . 

Ж 设 X 的 分 布 律 为 

РІХ-Жі-ср,>0,і-0,1/-,М 


依 题 意 知 , E(X) = У) = 
k= 
S 4: 从 袋 中 任 取 一 球 是 白 球 ， 
B,=]X=kl|,k=0,1,: , N 
W] Bo, В, oua By 为 一 完备 事件 组 * ‚„Х 
Р(В,) = РЇХ= |= р, PAB) =, 
由 全 概率 公式 ,得 


ЖММК ЕН P(B,) =0, 在 全 慨 率 公式 中 和 将 不 出 现 P( B.P AIB А-А. 
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РСА) = У) Р(ВӘР(А\В,) = 六 > рс. 
5. W X. В(п,р),% 
у= 庆 取 偶数 (包括 零 ); 


10, х. 
试 求 E(Y).D(Y). 


分 析 ”此 题 的 关键 是 求 瑟 取 偶数 的 概率 ， 

我 们 给 出 两 个 解法 ,下面 介绍 这 两 个 解法 的 思路 . 

解法 1 的 思路 是 :把 X 取 偶数 的 概率 与 X 取 奇数 的 概率 联系 起 来 求解 . 

具体 的 思考 过 程 如 下 : 

令 p, = PIX А881, д = РХ. 

显然 ,p， +q = 1 

如 果 能 再 找到 一 个 p, 与 9 的 一 次 方程 就 能 求 出 p, Ж. 

利用 二 项 分 布 的 特点 , 试 计 算 р, -gg =? 

解法 2 的 思路 是 ; 计 取 偶数 的 概率 即 重 怕 努 利 试验 中 有 偶数 次 成 功 的 概率 ,将 它 与 5 重 
伯 努 和 试验 的 前 (n 一 1) 次 试验 (这 是 一 个 (n ~ 1) 重 伯 努 利 试验 } 中 有 偶数 次 成 劝 的 概率 联系 
起 来 求解 . 用 解法 1 的 记号 ,解法 2 的 思路 是 把 p, 与 .联系 起 来 求解 ， 


具体 的 思考 过 程 如 下 : 
利用 全 概率 公式 建立 一 个 р, Ip ,之 间 的 关系 式 * ,再 利用 递 推 的 方法 ,可 求 出 p, Ж. 
解 йі +% 
p= P|X RAR) = PIX=0 或 X=2 或 …X=2[ 宇 ] 
ЕЗ [2] 


= >, PIX=2k] = У) Cp” (1 - р)" 2k, 
k aO &=0 
q= Р\Х RAR = Р\Х51Ж% е3 8-х 21] -1 
(1 Ге 
_ > bg ж >, СЗК-1 28-100 p)” 08-0, 
k=] k=] 


显然 有 В, + g, = 1. 


[2] ЕН 
X р-ф= У) СЁрМ(1-р)"-##— У) Chl р?#-1(| — рун 06-0) 
[2] ЕЗ 


+, 
не У! СЕ —р)?%(1—р)”-?* + > C24{ р) - р)" %-9 
k=0 кг! 


ш СА - р) 1-р)" = (1- 2р)". 
将 上 述 两 式 联 立 得 
р, = PIX БЦЖ! = 10—20)" 


— 


* Qh TÍ MERI. 


= 97 — 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


义 了 是 参数 为 的 0- 1 分布 ,于 是 

Е( y) = p. = о-в) 

Ìn 

Р(Ү) = р, = а-а-а» 
解法 2 在 n ТЕН А ЖЕНА ЖЕН гі BJ RW AL y St X. 
设 Bii ЖАН {ИОК ,:-п-1,һ, 2,2, 
W В, ВУ 一 完备 事件 组 
学 Р(В)кр, ї=пһп-1, n 
我 们 约定 ,此 解法 中 的 n АННА ЖЕЕ ( п -1) 重 们 努 利 试验 的 基础 上 ,再 增加 K 


伯 努 利 试 验 ( 即 第 n 次 伯 努 利 试验 ) 而 得 到 的 . 


即 


没 4, :第 呈 次 们 努 利 试验 4 RE, 
WA Р(А„)=р,Р(А„)=1-р 
根据 上述 约定 和 条 件 概 举 的 概念 , 则 有 
Р(В,1В,_1) = Р(А„)=1-р,Р(В„\В„_у)= P(A,)= p, 
не дақ, 
Р(В,) = Р(В,.1)Р(В,1В, 1) + Р(В, 1) Р(В,1В,_1), 
Ра = р,.101-р) + (1-р ц)р=р+(1-2р)р, 1. л=2,3,—7  (*) 
H( * ), 式 利用 递 推 的 方法 ,可 得 
Pa =р+(1-2р)(р+(1-2р)р„_,)=р+(1-2р)р+(1-2р)?р,_, 
=р+(1-2р}р+(1-2р)}°р+(1-2р)?р„_; 


=p+(l-2p)p+(1-2p) p+(1 -2p) p+: +(1-2p)" p+ 
+(1-2p)"" pi (+), 
їй р, 即 为 一 重 伯 努 利 试验 中 有 个 数 次 ( 即 零 次 ) 成 功 的 概率 , 故 рі-1-р. 
将 p=1-p 代入 (* ), 式 ,利用 等 比 级 数 有 限 项 求 和 公式 ,并 进行 整理 化 简 , 则 得 
上 2р)" 


Pa = 3 
又 了 是 参数 为 p, 的 0- т, тж 
Е(Ү) = р, = ғо. 
НЕН. 2р)” 
6. 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


入 外 
PIX ед| = Сор16 k=0,1,2,. 


其 中 入 >0 为 已 知 常数 ,C >0 为 未 知 常 数 . 
ORKES C 的 值 ; 
(2) 求 E(X). 5. 


4 
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ce 
2 7 2 (2k)1” Е > (2Ё-1)!7 
š A 2k сі+е = 24 
= аА fe 
(0) is 2. P|X=2kl = Се” а 2 


于 是 беи 


+е- 


(2)E(X)= > QPPIX =28 = > Q) c рде 


° 20-1 inp i 
= ANTA КЕТТІ аі 
Cae 之 туг = ДА a 

[е^ 
TE lte? 


D(X)= E(X) -(E(X)}: 
Е(Х?)= Е(Х(Х-1)}+Е(Х). 


ЕЇХ(Х-1))= > (2&)(2&Е-1)Р\Х =2&! 


475 -2 


_ > г Ою (ФЕ ~ DC де à = )2Ce- р» 00293] 
222. 


于 是 p(X)= E[X(X-1)]+ Е(Х)-([Е(Х)ў? 


-2А -2442 
ЖҮРГЕН [=e a) 
C b ss іе” 
4е 2% 1-е? 


= 2... санақ... Шын 
=А aa tÀ реа 


7. ая X- AN(0,1),Y~ МО0,1),Н X Y #RTrfh sy 6 E(max( X,YV)). 
М ЖІ X 了 都 服从 Ni0,1) ,它们 的 概率 密 分 别 为 


үле: ja (хе 


РЫ 
e ; y — @ < x < + % 


Yen 
ЛО) zoles Fe y+ 
X X.V HE ky ОХ, 门 的 联合 概率 密度 为 


2 2 
Му) = ООДО) =з е i,- е сауу о 


根据 二 维 随 机 变量 的 函数 的 数学 期 望 的 定理 ( 见 本 章 式 (4.1$)) ,于 是 
ү))= |” F тах(х,у)/(х,у24хау 


= ШАЯ» y)dxdy + ШЕГІ 


теу 


| iar 1 aar 
ТИ? 2 йу ШЕ 2 dxdy 
жу к<у 


` 0 + —— r s... ын сығышы соз, V амь ьа: е рна а рО t Ü itu. САМ РЫ í Y аА ЕМА ССА MA Ла! 201 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. сп 


езі 
Гг. в“ die, 
生意 到 e- RESAN мо, (2). 
例题 ! 的 分 析 ) ,从 而 有 


综 上 所 述 ,得 
Е(тах(Х, Р) =—. 
Jz 
法 2 对 任意 的 两 个 实数 xy ,都 有 下 列 恒等式 
тах(х,у) - (а +y+lx- yl). 
用 几何 的 方法 解释 上 式 是 比较 直观 的 ; 数 轴 上 х,у AMARAN Ga +y) х,у 这 两 
点 间 的 距离 的 一 半 为 1x ~ y1,x、y 这 两 点 的 中 点 与 这 两 点 间 的 距离 的 一 半 之 和 即 为 x ,y 中 
的 最 大 者 . 


于 是 Е(тах(Х,Ү)) =-уЕ(Х + Y+ IX-YI)= ECE- YI). 


上 式 最 后 一 步 ,是 因为 E(X)= E(Y)=0. 
Ë Z= X- Y,H+ X. FERAN, 1) 且 相互 独立 ,所 以 了 ~ N(0,(/2)2) ,其 概率 密度 为 


f(s) = Fe’, 3 , —- % < z< + % 
从 而 有 
E(X- Y= Е(171)= [° а= |“ 116-54, 
- x == 2/т 
НЕЕ ТЕЛ ЖЕР Г. И 
+41, БЕ е2 |, ы “(5)-2. 
综 上 所 述 , 得 | 
ЕН % 
Em) 7. 


8. ая X- NC0,1), 令 Yas 07 (а-а). ШЖ DO + к). 最 后 结果 可 用 
@(k),(k=1,2) А АЖЖ, HP B(x) 为 N(0,1) 的 分 布 函 数 , 
Ж Рр(у + Y,)= DOY)+ D(Y,) +2Cov( Y, У), 
X Co(Yi,YV,)= E(Y Y2) – E(Y,)E(Y,). 
WARA, Y. У, 都 服从 0- 1 分 布 ,从 而 YY 也 服从 0-1 分布, 它们 的 参数 分 别 为 
P:Y,=1l= P[|X=<1ll = Ф(1); 
Р|\Ү;=1}=Р}{}Х=2} = Ф(2); 
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Р)УҮ,Ү;=1) =Р|Ү,=1,Ү,=1\=Р]Х<=!,Х< 
=Р}Х=1| = Ф(1), 

从 而 有 
E(Y,)=@(k).D(Y,)=@(k)[1 - b(k)),k = 1.2 
Е(Ү У.) = ФСГ), 

ТЕ D(Y + Y= X), IPAM- 6(k))] +26(1)(1 - @(2)). 

9. 设 连续 型 随机 变 最 ХИЖРА F(x), X. ER(X) 存 在 .让 征明 
Е(Х)= N (0) | Fix yas. 

证 设 X 的 概率 密度 为 f(x), 则 
Еб) = | fd, 1- F(x)= | /dt 

于 是 有 
区 换 积 分 
ж 


- | tf(t)di = N х f(x)dx; 


| Far =| (| Addas- тн ШЕШ) dx jd 


|, (1- F(x)Jdx = i | f()dí lds == sN A| dadar 


0 9 
=- | . r /\х)4х. 
又 E(X) 存 在 ,所 以 
(1- Ғ(х)14%- | Ё(х)йх = N x f/(w)dx = E(X). 
10. 设 ZARREK р(2), Н 014, р(2) =0, ХАКА) =p ECZ?) = p. 
今 有 : 维 随 机 变量 (X, РУВО 1119 
рх + у) 


f(x,y)= | х+у 
0, 其 他 . 


х>0,у>0; 


ЖЖ E(X) E(Y)M Co (X, У). 
ы r= | | k yuya É 4Г De ty Ne h 


x+y 
„ш | rdx| ріш, ERER N ptu) | ү 
u KIY 0 


хіх jdz 


= N up(u)du = 


НСА ,了 了) 的 联合 概率 密度 关于 х,у HAERTER, ECY) = КОХ) = L u 


= Е Ы Фужуки 
EY) | | ә /\а,у)4хду = |, aN уш сеа. 


tt? 


ко fe 交换 积分 【< p ' 
= | xf | Ги = урн ах ~ |, (р(ш)- „ш д | хах ]йш 


ИТ “ху и ІТ 
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= N pDl f хах du ~ | мар x dx Jdu 


] |° 11% 1 ! 1 
= 2 |] и?р( u)du — д a uw plu)du = 242 _ 3/9 = 6 НУ; 


“Co X, Y) = Е(ХҮ)- EOOD =t- LA, 
11. (Х.Е o E НЕ 
1. x x 
пау) Б безер sys 
0 其 他 


求 Соу( Х 3 y) * xY. 


wk 2: 1 
М К(Х)— ГГ xzf(x,y)dxdy = ү хз віп(х + у)дхйу 


x 


2 . 
x(sinzx + соѕх)ах; 
2 Ja 


Е( X2) = БЕ х'/(х,у)4хйу = | x? у sin(x + y)dxdy 


т 


z 
: h z2(sinx + cosx )dx: 


| 
2 
E( XV) = Жн zy f(x,y)dzdy= ИК ху" > sin( x + y)dzdy 


Yt 


1 л x. ; 142. А 
= -1(1-2) a 5819505 +2 А хсоѕхах ; 


д x 
x (3 ҳэпхах = 1, f xcosxdx = ©-— 1, 
0 0 2 


x 2 л 
2 . x 2 

| x singdy = (=) -2, | х?созхфх -л-2, 
0 0 


于 是 
Б(Х)=^ БОХ) +®-—9 р(х)= 24122 
+ 4? 8 727% 16” 2 
Im күү 7 -Eat 


X E(XY)=3 ~1, 


iD Со(Х,Ү) = Е(ХҮ)- Е(Х)Е(Ү)= -©+ 7-1, 


16 2 
É, 
____Co(X,Y) _16- 2 =L п? -8r+16 
ЖЕРГЕ VDO me z , ` ТЕС 


16 274 


12. i 8 %(0,2х) ГАЈ, X = cosh, Y=cos(0 + а), a 为 常数 日 O< a= 2m. 
Ж E(X).E(Y).D(X).D(Y).Cov( X, у). PJI Х,У ЖЖ, X. V ДН. 


ы ECX) = E(eos0) = |” 0-31-49 = 0; 
0 T 
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2л 
Е(Ү) = Е(соз(8 + а))= | cos(0 + а)л-40 =0; 
0 Kx 
| к 1 ， 1 
. piriy 2 _ 2 _ зау за 1а 了 
ў Р(Х) = БОХ?) - (ECX = ECX?) = (сө) = |” сойё 20-1; 
: 2л 
D(Y)= K(Y2)= E[co2(0 + a)] = |, co (0 жа)" 46-2; 
iPr Cov( X, Y) = E( XY) = E[cosOcos(0 + а)) 
2л 
= |, соз@сов( 0 + а) 91-46 = eosa; 


o CAY) _ 
e JDO VD 


КОЧ a = > 8 a= ў, ру = 0, X,Y 不 相关 ,此 时 有 X = созд, Y = cos[0+ х) = -sing 或 


= пй, 81 Ya ү2= 1, ТЫ AX .了 不 独立 . 


这 表明 А,Ү ЯШ, 
ЕЖА, Ч X Y RARI, X Y Ayha. 


13. 已 知 随机 变量 X ЖҮЛ ЛИ Ж(1,27)Ж N(0,42), X Y 的 相关 系数 ov = -7: 
yy dip l. 
S Z= 3 X- > Y, 
(ОЖ FE(Z).D( Z); 
(2) 求 外 与 Z 的 机 关系 数 oz; 
A (3) X + Z ERHI у? 为 什么 ? 


М (1)Е(27)- к(1х-44) =3E(X) -FE =. 


р(2) = p(tx-+r) =D( +x) + p(+r) -2Cov( 1х, y) 
1 1 


=l р(х) + #4D(Y) -2х-у x 1 Cov(X, Y) 


Ф пу Р(х) у D(Y) 
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Сох, Z) | 
Vv D(X) vV D(Z) 


x малың +X-+Y) 


(2)руу = 


Ш 


Cov( X, X) - 方 Cov(X， y) 


3 
= D(X) - уру БОХ) VD) 8 
-1х%-х(-2)»3х4-6. 


十 是 _ Соу( X, Z) _ 0._2 
ба JDO V DUZ) Зх! УТ 


(3)х 2 不 相互 独立 . 因为 pv -$ xz0, 所 以 了 与 2 不 相互 独立 . 


这 是 根据 相关 系数 的 性 质 ， 若 在. 了 独立 上 且 pm 存在 , 则 pyy =0.”( 见 本 章 内 容 提要 中 的 7 
НСО ЖИА: Ж pvy 存 在 且 py 关 0, 则 瑟 . 了 不 独立 . "得 出 的 . 
14. B X Xavo Anino 2) НН . 同 分 布 且 二 阶 原点 矩 存 在 的 2n 个 随机 变量 . 
令 Ш=Х,+Х,++ Хат, 
V= Xit X, (+ Хә, 
其 中 名 为 满足 1<k<n ЕЖ. 
试 讨论 UV 与 V 的 相关 系数 的 存在 性 ;车 U 与 V 的 相关 系数 存在 , 求 其 值 . 
解 ” 由 于 ХА, ЖДИ {ЕЛЕ АЩ Х, 的 方差 存在 ;又 Ху. Ху ХИЙ х , 故 可 设 
D(XK)=0,(i=1,2,.…,2n) 
下 面 分 a? = 0 A а? >0 两 种 情况 讨论 . 
(1) 24 о? = 0 Е, 
р(0) = р( 2; X,) = > р(Х.) = 0; 


D(V)= D(X x) = > (x) =0. 


故此 时 ,六 与 V 的 相关 系数 不 存在 
(2) 当 只 >0 时 , 则 有 


了 ?= 大 十 | 


2л-Ё+1 
D(U)= D p( 2; Х;}= > D(X,)=(2n- k+1)o2>0; 


i=l 


D(V)= -D(X x) = р(х) = Qn k + Do >0. 


下 面 用 两 种 方法 求 U 与 ү пваа, 


a ІРІЛЕУ ША; ӨТЕ 
设 Е(ХД-и,(і-1,2,:%,2п) 
注意 到 , 当 izxj 时 ,与 相互 独立 , 则 有 
ШЫ iw јз z 
ECG) = |, 2, аја) 
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E(U)=F(V)=(2n-—k+l)#; 
Е(ШҮ)=(2п-Ё+1)?°н°+2(п-Ё+1)в?. 


于 是 ,得 
k-1 
WU 
法 2 D(U- V) = D(X, ++ А, 1- Аз, - 2 t - Xan) 
-2(%-1Уа47; 


X D(—”U-V)=D(U)+ D(V)- 2Cov( U, V) 
= D(U)+ D(V) -22y D(Ú) / DUY) 
=2(2n-k+l)o2-2(2n- k+1)02 б. 
由 于 土 两 式 相等 ,于 是 可 得 


k 
Z ат т, 
五 .习题 与 答案 


т 

1. 设 事件 4 在 第 ; 次 试验 中 出 现 的 概率 为 Pti= 1,2,…),X 表 示 第 一 次 到 第 mn 次 试验 
中 4 出现 的 次 数 之 和 . AR ECY). D(X). | 

2. 民航 机 场 的 送 客 汽车 载 有 20 位 旅客 从 机 场 开 出 ,旅客 可 以 在 10 个 车 站 下 车 ， 如 果 
到 达 某 -一 站 时 没有 旅客 下 车 , 则 不 在 该 站 停车 , 假定 每 位 旅客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 ,各 
位 旅客 在 菜 站 是 查 下 车 是 相互 独立 的 . 设 于 为 汽车 的 停车 次 数 , 求 E(X). 

з. FAB- PHRE п 把 ,其 中 只 有 -- 把 能 打开 他 的 门 ， 现 随机 和 任 取 一 抠 试 开 , 设 试 开 
ETEK X. 分 别 在 

( 孔 拒 每 次 试 开 的 钼 匙 与 未 试 开 过 的 区 分 开 ; 

(2) 把 每 次 试 开 的 锅 匙 与 未 试 开 过 的 混在 :一 起 不 加 这 别 ， 

两 种 情况 下 , 求 ECX) D(X). 

4. 同时 独立 地 搓 п 校 匀 称 的 人 般 子 一 次 , 求 出 现 的 点 数 之 和 的 数学 期 户 和 方差 . 

5. 进行 某 试 验 的 次 数 多 是 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 ,每 次 试验 成 功 的 概率 
都 是 p(0 < p < 1) ,不 成 功 的 概率 都 是 1- p. 试 求 某 试 验 成 功 的 次 数 了 的 数学 期 望 与 方差 ІН 
定 各 次 试验 成 功 与 否 是 相互 独立 的 . 

6. Ж АХ-т(лА),® 

要 ІШ 了 到 偶数 (包括 零 ); 
0, X 取 奇数 . 


АЖ E(Y).D(Y). 
2 
7， 设 X Y 相互 独立 目 都 服从 正 态 分 布 N| о. [12) ) ,全 z= 工 -了 Ж EU ZI), 
00171). | 
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8. 设 随机 变量 X 取 值 于 区 间 [a,5] ,证 明 D(X)<( 25) . 
ө. 设 随机 变量 的 概率 密度 为 


Қада етін, -%<х<%% 
(ИӨЖ Х.Х ЕНУ. 
УЭРЗРЕӨСЛІРОГЛУРЕНІРЕЛІРІР Л. 
(3) 问 Z 与 1X1 是 否 独 立 ? 为 什么 ? 
10. 设 离散 型 随机 变量 X 与 了 相 屯 独立 ,服从 同一 分 布 : 
Р\Х=&\=Р\Ү= |=р(1-р)#,0<р<1},&Ё=0,1,2, 
Ж E[max( X, Y)). 


答案 与 提示 
1. 提示 : 引 人 随 机 变量 X: 


жеді 第 i 次 试验 4 出现; 
"7 10, 否则 . 


ИЖ х= У) XA B Х.Х, A, 相互 独立 , 
t=] 


Е(Х)= Ў) po D(X)= У) pi- p). 
2. 提示; 引入 随机 变量 X,: 


x=! 在 第 i 站 有 旅客 下 车 
710 否则 
Х, 0 1 


М) ‚үү 
(1-30) 1-(-ш 


20 
У. Х = >, X; НА, Ха. ХНН ЗУ . 


iel 


ЕС) =10-f1-(2)] | 


3. 提示 ; 
(1) X 的 分 布 列 为 


Х 1 2 e. п 
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EROE = 1 рх) у 
(2)E( X) = n,D( X) = п(п — 1) 


4， 提 未 : 设 出 现 点 数 之 和 为 X, X 336 i SÑ НЯ R.M Y = D X B XA 
… Xa ЖЗ. l 
E(X) = n, D(X) = За 
5、 提 示 ; 由 本 书 第 一 章 典 型 例题 19 可 知 , 了 ~ x(Ap). 
E(Y)=Ap,D(Y)= Ар. 
6. 提示 :参考 本 章 典 型 例题 6. 
Е(Ү)=-у(1+е7%),0(Ү)=-р(1-е®%) 


7. к(121)=,/ ®,р(ад1)=1-7. 
8. OR: H KE 3 ЖН Л ПИЕ) HI; 


р(Х)<®(х-#%) (а 34) =( 与 中 
9, (IE(X)=0,D(X)=2,k(IXI)=1,D(IXI)=1 
(2)Cov( 半 ,1X1) =0,pv =0, 故 大 与 81 不 相关 
(3) 设 4 为 一 正 实数 , 则 有 

{XisxlCIXex) 
又 由 X 的 概率 密度 可 知 


д<РІІХІ<хі<1, О<Р|Хехі <1 


Р((Хідңх,Хахі-РИХІңсдхіЖРИХІ<ңхіРІХех! 
故 蕊 与 XI 不 独立 . 
10. 提示 : 先 求 出 М = тах(Х, У), Н (тах(Х, У) = = {ХЕ К, у= ЦОХ = 


К,Ү<&Е}|\)|Х<К&,Ү = ДНЕВЕ ЕКИ ТИЕ Н X. V HH Ей зу. л 
布 , 易 得 
Ріпах(Х,Ү)-Жі-р1-р) + 2р(1- р)‘ - 2р(1- р), 0,1,2, 


6Ж-Еітк(х, үу = ЫЗ) 
р(2- р) 
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第 五 章 ”大 数 定律 和 中 心 极限 定理 


一 .基本 要 求 
ШГ З Ш Ж ( Чебьппев) 20. ШАХ КИЕ А | (Вето) < Е 95 
WK(Xun N) ФЕ. | 
@ 知 道 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 和 德 英 佛 {De Moivre) 一 一 拉 普 拉 斯 (Laplace) 中 心 极限 
定理 . 
二 .内容 提要 


1. 契 比 雪夫 不 等 式 
设 随 机 变量 了 的 数学 期 望 呈 (了 ) 和 和 方差 万 (三 ) 都 存在 , 则 对 任意 的 es >0, 均 有 


Р\\Х- Е(Х)\же| «292. (5.1) 
或 
РПХ-(Жі<еі>1- 290. (5.2) 
(5.1),(5.2) А ИКЕЛЕ. 
当 D(X)>0BF, ШЕХУ Н FERPA ЖЫЛА: 
‚{ї*=®ОО!„,) < (5.3) 
Гаво. -和 а 


2, 大 数 定律 


Ë Х.Х. 和、… 为 随机 变量 序列 , 令 Y, 1 D Xia =1,2,…, 才 存在 常数 列 аз, 
ау, ,Qa、', 使 得 对 任意 的 > 0, 均 有 
lim Р! Y, — a, l< el = 1. 
则 称 贿 机 变量 序列 ХХХ, 、… 服 从 大 数 定律 ( 定 理 ). 
() £S k KEE ft 
ЕЛЕС ЖН зу CHURAM VERTE ЕСЕН 
E(X;) =p; D(X) = ої< ССЖ) і-1,2,- 
ДНЕ В) e > 0, 均 有 | 
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lim PHI Y,- E(Y,)| <еі-і. (5.5) 


其 中 y, = 一 > А. 
《2) 伯 努 利 大 数 定 律 


设 伯 努 利 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 为 p(0< p<1),wm п BERAR EHA RE 
的 次 数 , 则 对 任意 的 e >0, 均 有 


lm РЇ -pl<ei=l. (5.6) 
(3) 辛 欣 大 数 定律 | 
# 大 、 ia 和、 相互 独立 同 分 布 ,它们 的 数学 期 望 存 在 , 即 
E(X; елле аруды. 
则 对 任意 的 es >0,5Ж 
im Р{ [48x -x <є}=1. (5.7) 


3. 中 心 极限 定律 
中 心 极限 定律 是 研究 相好 独立 的 随机 变量 序列 Xis Xatt Anote ЕН AN Z, = > А. 
ЕН АЖЕТ, na 时 , 它 的 极限 是 正 态 分 布 的 问题 . 
(1 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定律 
EX Are 天,…* 相 垢 独立 辣 分 布 ,它们 的 数学 期 望 . 方 盖 都 在 在 县 方 和 大 于 零 Вр 
Е(Х;) =u, Р(Х) = d riis ke 


则 > x, 的 标准 化 随机 变量 


ВОЛТ (x) 对 于 任意 的 实数 x, 均 有 


Ў - қ z 
im Fl) па p| с} | etar. (5.8) 
推论 ”在 独立 同 分 布 中 心 极限 定律 的 条 件 下 , 当 n 很 大 时 ,对 任意 的 实数 a< 8, 有 下 列 
近似 公式 : 
УХ, - ли Т B | a 
P 一 == 724 = - А 5.9 
2 т ав) | -езш-ор- а) (5.9) 


《2) 德 英 佛 一 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定律 
没 伯 努 利 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 为 p(0< p < 1), m 为 重 伯 努 利 试验 中 事件 4 发 生 
的 次 数 , 则 对 任意 的 实数 x, 均 有 


_— m- np _ ЕКЕ 
шетен єз} = | eide, (5.10) 
推论 ”在 德 英 佛 一 一 拉 普 拉 斯 中 心 极 限定 律 的 条 件 下 , 当 п 很 大 时 ,对 任意 的 实数 a< 
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b, 有 下 剂 近似 公式 : 


pfa < FH) ФО) (а). (5.11) 


三 .问题 与 思考 


1. 伯 努 利 大 数 定律 的 理论 意义 是 什么 ? 

答 ” 伯 努 利 大 数 定律 告诉 我 们 , 当 独 立 重复 试验 的 次 数 n 很 大 时 ,事件 4 ЖА 
接近 它 的 概率 p 是 一 个 实际 上 的 必然 事件 . 这 就 从 理论 二 证 明了 ,事件 的 频率 稳定 十 它 的 概 
率 ,并 为 用 事件 的 频率 估计 事件 的 概率 提供 了 依据 . 

2. 什么 是 “小 概率 原理 ”, 它 的 理论 依据 是 什么 ? 

答 ”小 概率 原理 的 含义 是 :小 概率 事件 ( 即 概率 接近 于 零 的 事件 ) 在 - -次 试验 中 ,可 以 认为 
它 是 几乎 不 发 生 的 ， 

小 概率 原理 的 理论 依据 是 :事件 的 频率 稳定 于 它 的 概率 ,也 可 以 说 ,小 概率 原理 的 理论 依 
据 是 伯 努 利 大 数 定律 ， 

小 概率 原理 也 称 为 “实际 推断 原理 ”. 

3. 辛 欣 大 数 定律 在 实际 应 用 中 的 指导 意义 是 什么 ? 

Ж ”在 实际 工作 中 ,人 们 为 了 提高 某 物理 量 的 测量 精度 ,往往 是 进行 多 次 独立 重复 测量 ， 
然后 取 算术 六 均值 ,作为 该 物理 量 的 值 . 这 种 作法 的 理论 依据 就 是 辛 欣 大 数 定律 .其 原因 如 
F: 

设 某 物理 量 的 真 值 为 yx , 它 的 测量 值 为 随机 变量 X ,如 果 测 量 没有 系统 误差 , 仅 有 随机 因 
素 的 影响 ,可 以 认为 E(X) = n. 对 该 物理 量 进行 ”次 独立 重复 测量 ,第 次 测量 的 结果 为 中， 


则 Х.Х, X, 相互 独立 且 与 X 同 分 布 .根据 六 欣 大 数 定律 , 当 n 很 大 时 ,小 >) ;接近 
是 一 个 实际 上 的 必然 事件 . | 
如 果 D(X) = o? 存在 , 则 有 DES) 12. 这 表明 :用 n 次 独立 重复 测量 的 结果 的 算 


REAME > x, 作为 的 近似 值 与 用 一 次 测量 的 结果 作为 的 近似 值 , 相 比较 前 者 的 灶 


度 较 高 . 
四 .典型 例题 
1. 设 随 机 变量 处 的 概率 密度 为 
X” a 
Kasat ' а 
0, х<0. 


其 中 т 为 正 整 数 ,证 关 


mMm 
Р\0<Х<2(т+1){ =. 


=> ІШ :== 
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分 析 由 于 天 的 概率 密度 已 知 ,PJ0<X<2(m+1l)l 是 可 以 计算 出 来 的 , 青 证 明 这 个 概率 
ЖЛЕ, T. 但 是 ,这 种 作法 要 用 到 非 工科 的 数学 分 析 的 一 些 知识 ， 我 们 不 采用 这 种 方法 Ç 
广 意 到 本 章 内 容 担 诡 中 兢 比 雪夫 不 等 式 (5.2) 即 为 
Р|Е(Х)-є<Х< ECX) +еі>1- РЧ. (*) 
如 果 假 设 式 (* ) 与 所 求证 之 式 是 同 -- 个 不 等 式 , 则 有 
E(X)-e=0, 则 8 = E(X)>0, 
Е(Х) +е= 2Е(Х) =2(т+1),15 Е(Х)=т+1, 
1-20. 1-20... ,得 D(X)= m+1. 
这 启发 我 们 ,只 要 根据 X 的 概率 密度 计算 出 E(X)、.D(X) 的 值 都 是 {m+1), 取 e=m+1， 
ARA BRC * ) 即 得 所 证 , 
证 阴 ea) |`_ zf(z)dr= |" + le- rd 
=- É ат (ета) = (т+1) N "edx 
=(m+1)| f= m+l. 


Е(А?) = | _ х?/(җ)ах = Ін А теа = (т +2) N алейх 
=(т+2)(т +1), 
于 是 D(X)= F(X')-(E(X)=m+1. 
Же-т:1, ЯҢЫ n ЖЛ @з0(5.2),И 


Р\0< Х<2(т+1)} = Р\!Х-(т+1)\<т+1| єР11Х- ЕК) <є}в1- 200 -1 


m+l m 


— 


"(тау т+1` 

2. HZ Ən KA Е: HRE ТЕГ, MRL РІК ИЕЛЕ ТЕЛИ th Ж ВУ) 
HRE 0.4 E 0.6 НЕЕ jy 0.90. 如 果 用 德 莫 佛 一 一 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定律 计算 这 
个 问题 ,结果 又 如 何 ? 

Ж ШТ n 次 满足 要 求 ,引入 随机 变量 
А КУНЕ; 
0, ЖЖ Б. 


W Р(Х; = К) =5,0=0,1,7=1,2,--",л,В 21.25.5, MALRA, EG) =}, DOG) = 
| | 


4: 


іс 1,2,7“, 


é m= > Xu m п KRET PAERD FE EZ) = 十 ,D{( 严 ] = L. 
依 是 意 ,所 求 之 n WE | 
Р|0.4< 2 <0.6| >0.90. 


== үр == 
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RI 8 A 353K(S.2) 5549 


Р10.4< <0.6| = ДЕР | <011ь1- 


“ГЕ п>290. 
用 德 莫 佛 


1 
2 


拉 普 拉 斯 中 心 极限 定律 的 推论 (5.11) 式 得 
Р!0.4< x <0.61 = P|0.4n < т<0.бп| 


[042._-058.-0.20.58. 0.622051 
У(0.57л V (0.52п м (0.5) 
„2Ф(0.24 п) – 120.9. 
即 得 Ф(0.2/ п) >=0.95,2 0.2 /n>1.645, TEIH n>68. 
3. 某 三 生产 的 螺钉 不 合格 品 率 为 0.0t, 间 一 盒 中 应 至 少 装 多 少 只 才能 使 其 中 含有 100 
只 合格 品 的 概率 不 小 于 0.95， 
ы 设 - 盒 至 少 应 装 n 只 满足 要 求 ,引入 
= [2 第 i 只 螺钉 为 合格 品 ; 
' LỌ, 第 i 只 只 螺 箱 为 不 合格 品 Р 
ДХ. Х.Х, О НАТА Р(Х, = k) = (0. 99)“ х (0.01) -*, k = 0,1, = 1,2, :-, п, 
Е(Х;) =0.99= н, Р(Х) = 0.01х 0.99 = е7. 
依 题 意 所 求 之 n 满足 


P! > X; > 100} >0.95. 
用 和 独立 同 分 布 的 中 心 ,极限 定律 (5 8) 式 得 


А DX- пи 
ы дзю) = рү 10a] 
i=l i fno 


| ~1- Ф ХО) >0.95， 


Jna 
即 得 
100- n х0.99 
отут «0.05. 
о > 100 -пх0.99 . 
ЕЖА z-i. 
查 标准 正 态 分 布 表 得 一 一 一 一 = D1 /i 645. 


& x = n х0.99,1% x - 0.164565 /x - 100>0,Ж ЕЖ 20, 45 r> 101.66, TÆ п> 
101.66/0.99 = 102.69, п = 103 为 所 求 . 


五 .习题 与 答案 


1. i 及 1、 大 2 、 ЛЫ 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 X, 的 概率 密度 为 


A )= [56 х:>0; 
= 0, х<0. 


= [12 = 
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ІАЕ: P10 < bò X; <4ni 22271. 


2. Уже -МАЕ ЫЫ. АРКО ЕВ H) ТЕ ТИГ ЖЫН p( АП). 问 
Ж ФРИ И ШИР ТШ ЖИИ p 的 益 不 超过 0.01 的 概率 达到 0.95 Е. MAREEK 
不 等 式 和 德 莫 佛 一 一 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定律 分 别 计算 之 . 

З. 菜 保险 公司 有 10000 人 参加 保险 ,每 人 -年 付 12 元 保险 费 . 设 在 一 年内 - -个 人 死亡 
的 概率 为 0.006, 死亡 时 保险 公司 付 给 家 属 1000 元 保险 使 . (i: 

(1) 保 险 公司 亏本 的 概率 是 多 人 少 ? 

(2) 保 险 公司 - -FARA F 40000 元 的 概率 是 多 少 ? 

4. 某 三 的 自动 生产 线 , 生 产 一 件 产品 为 正品 的 概率 为 p(0< p<1), 为 次 品 的 概率 为 q 
= 1 一 p， 一 件 产品 的 成 本 为 c ,正品 的 价格 为 *, 次 品 不 能 出 售 . 假定 各 个 产品 的 生产 过 程 足 
相 世 独立 的 .车 p=0.9,s =5 泡 ,c=2.5 元 , 问 厂 家 -- 批 至 少 生产 多 少 件 产品 ,才能 保证 (下 
均 上 让 点) 每 件 产品 的 利润 趋 过 1.8 元 的 概率 大 于 0.9. 


答案 与 提示 


1. RR: EG) =2,D(X)=2, E(X, K.) аза СУ X,) =2n. 利用 各 比 雪夫 不 等 式 
(5.2),ҢИ8 | l 

2. 所 示 : 仿 本 草 典 型 例题 2. НЕ ХА ЖИН n> 50000; H R i—i БУ Rir tH Us 
极限 定律 得 "9604, 其 中 用 到 pl- p) < + 

3. (1)0,(2)0.995 

4. 每 批 至 少 应 生产 93 件 产品 


= 13 = 
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第 六 章 ”样本 与 抽样 分 布 


一 、 大 本 要 求 


(D 理解 数理 统计 的 基本 概念 :总体 .个体 .样本 ,统计 量 . 

O 掌握 样本 均值 .样本 方差 和 样本 和 矩 的 计算 .了解 经 验 分 布 晒 数 与 直方 图 的 作法 ， 

О 了解 三 个 重要 分 布 :人 分布 分 布 了 分 布 的 定义 和 性 质 ,了 解 常用 概率 分 布 分 位 数 的 
概念 并 会 查 表 求 分 位 数 . 

O 理解 正 态 总 体 的 样本 均值 与 样本 方差 分 布 的 有 关 定 理 . 


二 、 内容 提要 


1. 总 体 与 个 体 | 

КАПИ Не МА. 把 组 成 总 体 的 每 -- 个 对 象 称 为 个 体 . 总 体 可 以 分 为 有 
限 总 林 和 无 限 总 体 . | 

总 体 可 以 用 随机 变量 无 表示 , 常 称 为 总 体 X. 


2. 简单 随机 样本 

总 体 中 的 一 部 分 个 体 组 成 的 集合 称 为 样本 . 从 总 体 中 一 个 个 地 随机 地 抽取 п 次 个 体 进 行 
试验 ,记录 其 结果 得 数据 为 (x , x，,…,x,) , 称 它 为 容量 为 n 的 样本 观测 值 或 称 容量 为 n 的 样 
本 值 , 它 可 看 作 n 维 随机 变量 (多 , Xs Х,) 的 一 个 观测 值 (Х,,Х,-, X.) 称 为 容量 为 n 的 
ЖЖ. 

定义 :([11.P141) АЛА X, Х|, X... X, ННМУНЗХІ Ж, WERA, Xe, 
X) 为 来 自 总 体 夺 的 容量 为 的 简单 随机 样本 (简称 为 样本 ). 


3. 样本 的 联合 分 布 
O 者 总 体 ЯРАСА Fa), (X X... X) 是 来 自 总 体 F(x) 的 样本 ,其 联合 分 布 
ЖСЖ: 
Ғ(х),х2,7ь%,) = ШЕ) А 
D жа X ЕЖЕЛП КЕЙ ЛЕШ, HARRE A р(х), (Х.Х, X) 为 来 自 总 体 f(x) 的 
样本 ,其 联合 概率 密度 为 : 


fO... = | LG. 
4. БЕЗУ 


D EX :([1].P.143) HA X RERA ху, хо, t, x, 3 E {ПИН h PILA y WPF HES) 
= 114 — 
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Ж ху аху < `" < x MEEKER x, РА 


0, x < у 
x k ж x 
F (xz) = я ° Xh = X < Xk, k = 1,22, k - l; 
I, xz Хи. 


则 称 ЕЛ (x) 为 总 体 X ФУРАЖКА. 
ЕЕ ЛЕЛИ 一 一 直方 图 (1[1].P143). 
5. 统计 量 与 样本 的 数字 特征 ` 
D 定义 :([1].P146) 设 Х.Х», A 是 来 自 总 体式 的 容量 为 m WER, р(х, хох.) 
是 定义 在 К“ 或 关子 集 上 的 普通 函数 ,如 果 g 中 不 含有 任何 未 知 参数 , 则 称 e XXa An) 


为 统计 量 . 
Q 杖 本 的 -- 些 数字 特征 . 
样本 均值 ха ух, 
样本 方差 Ў а -LSx -TY = ~ až), 


样本 天 阶 原 点 距 канот 
样本 上 阶 中 心 矩 Т Y) raai 


© 定理 ([]].P146, 定 理 6. 1) 设 总 体 下 的 二 METE, ВВ ECX) = u, Р(Х) = о, 
а. Е(Х) = Е(Х) = g 


2 
b. D( X) = TD(X) = = 


с. Е(52) = D(X) = в? 


6. 三 个 重要 分 布 的 定义 及 其 性 质 

(1) x 分布 

EL Xi Xass HER Z, НЫНА 入 (0,1), 则 随机 变量 x? = Xt + Аз + + X2 
服从 自由 度 为 n 的 x? 分 布 , 即 у? ~ ха). 

ТЕЖ: 

а, Ey ~ у (п), EC?) = n, DC?) = 2а. 

b. # x¥? ~ 0а), 2 ~ X2( 182) ,又 它们 相互 独立 , 则 у} + у} ~ y2(n + m). 

с. ЖЕЖ ХА А 的 指数 分 布 , X, Xr, X) ЕН АМЕ ИНЕ Ж, ДЈ 

2пАХ ~ y (2n). 
(2) £ 分布 


定义 ; 设 X - NOD, Y 00а), B X S ҮЗЕ. жөндей T, = хи тж 
ҢЕЛ п 2,8 T, ~ Cn), 
— 115 — 
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ЕЛ: n- w 时 ,: 分布 的 极限 分 布 足 标 准 正 态 分 布 ， 
(3) КШ 


定义 : 没 V ~ glm), W ~ X*(n), 且 VV 与 W 相 互 独立 , 则 随机 变量 Fan = ү" 服从 第 
-- 自 由 度 为 m P -ABEX n hI FAH, B Fan = F (m,n). 
A Е ~ Е(т,п) + ~ Е(п,т). 


7. 正 态 总 体 的 样本 均值 ,样本 方差 的 分 布 
D 费 菊 (Fisher) E: i Х|, X... ERA ERGEN u, oD 的 样本 ,其 样本 均值 为 
= 上 > xX, 样 本 方差 为 S -- Ууд, -DN 
а. X 5; S? 相互 独立 ; 
2 
b. X ~ м(и,%); 
с. (n —- 1)S2 К y (n - 1). 


в? 


O 费 软 定理 的 推论 — ° 


(3) 设 总 体 X ~ 11677 67) ,其 样本 为 Xis Xas Xn ,样本 均值 为 蔷 , 样 本 方 闫 为 51. 总 体 y 
~ 六 (pa,63) ,其 样本 为 Yis Yare, У, ,样本 均值 为 了, 样本 方差 $3, 晶 两 个 样本 相互 独立 , 则 有 
(Х = Y) = 《Ai = pa) 
EE ~ N(0,1); 
r. | 
N nl Ы no 
› (meS (аз – 1555 
= > + —r 
可 | 92 
_ 82/47 
т 82/03: 


特别 当 o? = ott, F = 
d. = 21 = s 时 ， 


a. 


b. х ~ X (ni + m - 2); 


e. F - Е(љу = 1,п ~ 1) 


51 


17 Е(п)-1,ө-1); 


~ tni + no „ 2). 


1,1 
Sw "| Ы пә 
ін = 109 (ny = 1185 
АТ Sw = | n) + n; — 2 | 


— 116 一 
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过 、 问 题 与 思考 


1. ИЛЕН X RAES GN uhi = 1,2n. 试 问 若 X X... X, 可 以 看 
Ж-Е Ж, ЛЕМІ ЕН АЖ? 

Ж ЗАО ВОВЕ де ТАЈ ЗАВАЛ Е ЕЕЕ СОР R T: ХІ, X,, U. X, 相互 独立 且 
与 总 体 同 分 布 . 故 本 题 中 Xs Xes A 应 相互 独立 , 且 мі. раста, 全 相等 才 可 以 看 作 … 组 
祥 本 . 

2. 设 总 体 服从 正 态 分 布 Мр, ог), ERRE S 服从 ү” 分 布 ”的 说 法 对 凤 ? 

答 ”这 种 说 法 不 对 . 


南 费 于 定理 可 知 ,对 正 态 总 体 Nyd ш. CPE RA ABREN a -1 的 x? 分布， 


д 
| 
ЛГЕН 055 ›>® 
其 分 布 密度 是 у (у,п - 1) = {2 {= ) 
0 y = 0. 
1 
62 nl 


BA Y ~ X (n - ,用 求 随机 变量 函数 的 概率 分 布 的 方法 ,可 得 52 的 分 布 密度 是 ; 
Ka) = x ы, -1) 3) 


1 n= _| -8-). 
‚гё? 


22 Y jn-l 
Е (75) г = | 
0, x < 0. 
即 ,S? 服从 参数 a = " = з-у ига. 
жк ныл кинг. 应 用 时 要 注意 其 条 件 和 结论 ， 


3. 设 总 体 X RM FG ЯН N u,a), Xir X2 Xn 是 它 的 样本 (n > 1) ,试问 下 述 两 个 
统 论 是 否 正确 ?并 说 明理 由 


—— 


答 (1) 是 正确 的 .(2) ЖЕЖ. 
其 理由 如 下 : 
(1) 由 于 总 体 X ~ М(и,о2), 


由 费 敬 定理 可 知 4 -y N(0,1); 
s үт 


— 117 一 
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2 л 
2 d a = y — w ~ хҚа-1); 
ынаны Алта ы Н.У, ВЈ 
UU Х- 
Ғ ГЕН (ӨШ 


ТЕ ху 
(2) 由 于 总 体 X ~ М(м,а? j. 


Я Х; ~ Мн ,ав?) 即 ү; = Мн ~ N(O,1),: = | dn 由 О L. s 相互 独立 知 Үр, 


РЭ: ‚ 
Yz, “ P; 相互 独立 . 因此 ， H x* 分布 定义 可 知 W = 一 一 = =i= 200 (n). 2 


= Х-и > B 一 一 ц 
H ROGE Ha ЯЯ U F N(0,1) ,但 是 ， ,不 能 由 此 就 得 -二 ВА C n) 分 布 , 这 
因为 ;再 和 UV 之 同 不 独立 . 


Y, + Y; 


PA:n = 2 时 ,U = W = 0. 1 
Yi + № f ЖЕЛЕ 
5 ? > (27212) ыйыы | Ш> U2 


可 以 证 明 罗 与 也 不 独立 BE, EW, Ua, MAE PCU >І,М<ІЗ- P(U < DPW 
< 1) 但 是 由 于 W > (12, ЕЛ = 0, 但 右边 Ü, 0. МЫНА, W t U Жайы. 
同 理 可 证 ,n 取 任 何 大 于 1 的 正 整 数 时 ,平和 5 都 不 独立 ， 


pQ. 典型 例题 


1. 设 总 体 服从 参数 为 p 的 0 一 1 分 布 ,pt0 < p < 1) ЖА. 
(1) ХІ, АХ, ,是 该 总 体 的 样本 , 试 向 下 列 随 数 哪 些 是 统计 量 ? 为 什么 ” 


> 8; 2 (x, - XX, X4 - 6, 

tel i=l 

тах {Xl , X, 十 PXT， 4 (14%. 
ап 


(2) 已 知 样 本 容量 为 8 的 一 个 样本 值 为 (0,1,0,1,1,,0,1,1) 试 求 样本 均值 利 样本 方差 ， 
Æ (1) X +pXI ed + X) 不 是 统计 量 .因为 它们 含有 未 知 参数 p. 其 他 几 个 函数 中 
不 含有 未 知人 参数 , 仅 是 样本 的 函数 ,所 以 都 是 统计 量 . 


B 
(2) 样本 均值 x = ЈА = #(0O+1+0+1+1+0+1+1) = 5 - 0.63, 
іш! 


ë 3. | 
样本 方差 52 = 7205 - ШЕ = 102 _ 822) = 0.27. 


2 设 总 体 卫 是 由 三 个 个 体 : Ж2, ун ыш. 采取 有 放 回 方式 抽取 容量 为 2 的 样本 . 试 
Ж: 
== 418, == 
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(1) 总 体 的 均值 jy 和 方差 o7. 

(2) 样本 平均 值 х ЖЭЭ 22. 
(3) E(X), Р(Х) 和 Е(52). 

分 析 : 由 题 意 可 知 总 体 的 分 布 律 是 : 


解 (Ои = 二 (2+3+7) = 4; 


а = Т0 - 4) + (3-4) + (7-41 z = 
(2) EFRA RHEE X, X) ЮРЕ, МЕ Е ЕЖ Н (х, a) 的 所 有 可 能 情况 ， 
对 有 放 回 地 抽样 (x1,%2) 共有 = 9 种 可 能 它们 是 : 
(2,2),(2,3),(2,7),(3,2),(3,3),(3,7),(7,2),(7,3),(7,7). 
所 以 样本 平均 值 (代入 = у(х + x2)) 分 别 为 : 
2, 2.5, 4.5, 2.5, 3, 5, 4.5, 5, 7. 


2 
样本 方差 [ 代 入 公式 S = Dla - (а АА 0,0.5, 12.5,0.5,0,8, 
t=] 
12546,0, 
(т оү „б _ 7] 14 
(3) Е(Х) = E(X) = 4 D( X) = 本 = 本 E(S)= а? = =. 


з. @&rh8 =O Нар, НЕН. 每 次 从 中 任 取 一 件 , 记 正品 的 件数 是 随 
机 变量 X. 有 放 问 地 抽取 10 次 ,得 到 容量 为 10 的 样本 Xi, Xes Ха. АЖ: 

(1) 样本 均值 的 数学 期 望 ; 

(2) 样本 均值 的 方差 ; 


(3) 2 3, Өй ЖЕЕ. 


分 析 Hum ААК X RTA Е — ft 
Pm ЕНЕ, ЕЛЫ АО-171р. 

设 X, 表示 第 i 次 拙 取 的 产品 的 正品 数 , 它 与 总 体 
Х ЖЛ = 1,2,+,10). 


ük X RA 53 = 2 60-199 


2 2,12 
E(X) = +, ВОХ) = 3 x 3 =F 
(1) E(X) = E(X) - 2. 
F 1 к БЕРЛІ 
(2) Р(Х) = Те = 10х9 = д5: 


== g a 


- ET CE ча пълна j.p. чл a ТА 5 ШО %-. 
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(3) 因为 X, 服从 参数 为 p = 2 00 -1 分 布 = 1.2,…,10, X Ху, X -Xo AEI 
10 . 
ЙИ УХ, RATHA в(0,2). 


ізі 


10 * 10-% 
BPD = к} 642) (4) ,k= 0,1,2,.,10. 
4. BA Y Ela, b] ERASI SIA .Х,,Х,,<,Х, 是 来 自 该 总 体 的 样本 , 试 写 出 样 
本 的 联合 概率 密度 . 
м 由 已 知 条 件 , 总 体 世 的 概率 密度 是 


1 р. 
fa) = (58; келее 


0, ЖЕ. 
X, 5 Х 813%, Ер 
t 
X VOREG a < x; = b; EEE 
0, RE. 
(Xi Xats X.) RKA REE E: 
XI 
%2 
P ms G ay <: = b; 
Жа 
0, Не. 
5. 设 xiyxa ,xn 为 总 体 X 的 容量 为 n 的 样本 值 , 现 又 获得 第 n + 1 个 观察 值 mw ,1, 试 
证 明 : 
(1) Z,“ = п A 1^ Е 
CY Bhs S a a Gaa 
其 ae S TZ (s -ay 
_ 1 п+\ 4 1 n+l 
nl = aa 1229. бы = Дуба лы) 


证 明 (Dana = 一 


n 1 
= 105209) + ғым 
НЕ” 1 
= +1 па 11 
п+1 
(2) 54 = To 4- з) 
i=l 
Ие n _ і 2 
т a -( pU ta + 0; 
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tt 2 2 
= k Piq; Ке) + 
ТЕ 0а - х) 


іші 


IP | ВИЕ ЕЕ 
tins и - ж + ("а u = ma) 


= өсті + Pa L (x 一 Wj 
dh 27: = w - në = 0, 
ид ЕЗ - аа) 276 Е х) = 0. 


n 十 IG 
Ж ЖЕЛ, шжжиш—1#ж{й ха 则 新 样本 vistas ан 的 均值 与 方 
差 无 需 重新 计算 ,可 利用 上 述 关 系 式 得 到 ， 
б. 设 Xis Xats X, ж Ү,, ln” Y, 是 两 个 样本 , 旦 有 如 下 关系 : 


а „О, -a),i= 1,2,5, п. (а,Ь ОЕ АЖ ЖЗНЕ X MY ЖО 5% 55% 
之 间 的 关系 ， 


ж 了 = > - 15 Ley- a) = т-а). 
i=1 
ШИН X = pa 


-(Х-ве -ol 1 
$ = HAU- yy = сло! b T — 2% 
即 得 Sk = bSY. 

Ж ШВА re n 中 的 每 一 个 分 量 过 大 或 过 小 时 ,为 了 计算 简便 ,提高 精度 ,可 
适当 选择 常数 ,6 z 0, 作 线性 变换 yi = (a= a) i = 1,2,…,n, 使 变换 后 的 数据 уо, 


ys 大 小 适中 | 首先 计算 7，52, 只 需 做 上 述 线性 变换 即 得 和 5 的 值 
Ta 设 总 体 Х 服从 正 态 分 布 МО ‚а? j; (X,, X,,' ` ..Х,) 是 该 总 体 的 样本 ， W Жү = 


4. Sras k < n - 1) RAHE X... - X, 的 分 布 . 


ра] 


Ят “本题 研 究 的 统计 量 是 取 自 正 态 总 体 有 限 个 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 的 线性 组 合 
仍 是 正 态 随机 变量 . 只 要 求 出 它们 的 期 望 和 方差 就 可 以 了 . 而 统计 量 X,., 与 X, 并 不 独立 ,可 
ЖКХ, - X, s s t I 

解 Xai- X, = k + ұң к- 15, 


iz] 


“ора Pag ыы = Xi). 


== 12р = 
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Жа 8 X, 是 相互 独立 的 , 且 求 得 
E| 1-0% - ХӘ] = ЕО.) - EGX)] = и-н =0 


D[ 1 (X... - ҖӘ] = түй al DX) + ВО) 


可 知 统计 量 


Жолын 7 RAES м(о, %“ P гёз). 

8. (111,6.9) 设 总 体 ~ М(и,о7),Х1,Х,-,Х,, 4 RAAE, 6 X= 
Уы -LDU - X: AE 

T = Iu- [2 ~ а =). 

分 析 ЖИЕН: 分 布 定义 证 盟 . 应 由 题 设 条 件 找 出 服从 N(0,1) 分 布 的 随机 变量 为 分 
子 , 以 六 分 布 的 随机 变量 为 分 母 ,由 上 分 布 定义 可 证 明 所 需 结果 . 

证 明 ДЖ X ~ М(и,о?). 

шн, м.) 

Хы ~ N(a,a2), H X, У X AEA. 
X. E(X,., - X) = E(X,.) ~ E(X) = и-и = 0. 

D(X,, i - X) = D(X,,i) + D(X) 


由 相互 独立 的 正 态 随机 变量 之 和 仍 是 正 态 随机 变量 的 结论 可 知 Xu- X ~ (0,0) 
Xni- X _i 记 


n+l 
n 


хнткиятя DEE y. Aa- AESP 相互 独 立 , Xa SAEN 


У.А ОУН. 
н 分布 定义 , 知 


==U ~ N(0.1). 


т n+l — 
U Xni — X70 n _ X. - X 


— n РА 
“п 1 Va- DSen- 5 n+l 
9 R Meli X, 是 相互 独立 的 随机 变量 , X EAEN u, 02) oi > 0,i = 1,2, 


‘(п ~ 1). 


py іу шет 


me 


қ 


МЕ 
0; 
1” 
с; 


" 
~ 
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(1) 了 服从 正 态 分 布 ;(2) WRA ү (n 1) 分布. 
分 析 r FRERE Z 服从 正 态 分 布 N(0,1). 
> WERVEN AN ABAD) 二 = 小 了》)Z; = 多, 可 由 费 加 定理 证 明 其 结果 


证 明 (1) X ~ Ми, 02), = 1.2... n. Xi, Ха, X. 相互 独立 ,由 独立 的 正 态 随 机 
变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 随机 变量 的 结论 可 知 


Y= 二 一 > нд. 
i=l о; 
又 因为 Е(У) = о Lel) = р. 
ізі a 
ad п 
D(Y) = Р(Х) С 


所 以 r-a Si) 


¿= 


Х; 一 : _ 
(2) 令 Z; = i = 1,2%. rt. 可 知 Zi, Zast, Za 相互 独立 , 且 都 服从 标准 正 态 分 布 
N(0,1) 
ы... 1% 214 А-н _ 1 X gx 1 
Z= „25% = у? б п С 22 n 2; 
_ YA ES У-ух 1 
n“ л е п 24 6; 


T£ W = (8-4. с? 1) = >;( z; = Z), 
由 费 软 定理 可 知 УАУ - 1) 分布. 
10. W X, Лз,4, А, 种 Тұз Езу”, Т; ЛЕМІ АЛА X Е № ,а?) 和 总体 y ~ 
N( u20) 中 抽取 的 两 个 独立 的 样本 ХОУ 分 别 表示 XX 和 了 的 样本 均 信 ,$? 和 续 分 别 表示 不 
和 和 了 的 样本 方差 аль 是 两 个 非 党 实数 , 试 求 
= = Ии) O ТУ 
(т - 1)8 + (n - DĂ Ë | 
m + z —- 2 
分 析 ”本题 是 正 态 总 体 ,分 子 含 有 X 与 тай 6; A 52 РЫН Z 服从 * 分 布 . 
WRA … IK X ~ NA аг), У ~ М(иҙ,а7) М КЕРЕШ: 
_ 2 = 2 
Po sand). T- Man 
HA X SYRE. 
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0; ° 
2p(X - ші) + P2D(Y — p) 


2.8) 


X Ela(X - ш) + b(Y - p2)] 


Р[а(Х = ші) + b(Y р)] 
2 а + p= = 


= 4 
т 
ВНУ ЕНЕЛ НОЗЕ S Ip ТЕ НЛ В, P LJ 
а(Х- ру) + b(Y — m) ~ n(o (4,5%), 3), 
a(X =m) + 5(У- 记 
于 是 + 1 - N(0,1). 
ү 4. 8,5 
2 
хаяа SALTSA ВО 09. at D, 09. үң, 
— 1), 由 两 个 样本 XI. X... Xn БҮ,,У,, т Y METAS 8 55 相互 独立 ,由 y 分布 性 


质 ,可 知 : 
了 іс Е - ү(тап-2). 


(т-1)5 
g? с? 


н" 五 与 到 相互 独立 ,由 上 分 布 定义 可 知 : 
А р Ои ажа -2) 
Кеген [СЕБЕ и Е | 
т + n — 2 
pe a кн DIAR, Х = 


11。 ВЕЖ X RAES Nuo), Xs X 
PRA CEE Жыл LEO - ХУ 服从 什么 分 布 ?并 给 于 证 明 . 
证 明 因为 A No). R - Nieo) 
& U = 全 证 长 。N(0,1), 由 p ARETA U ~ O. X i #К ЕР 
Ух, - 9) | 
; 


2 
0 
因为 X, 与 Х,Х,,-,Х, WEMA, ЯҒ U 55 уа, BHR3S у ЖБ БШ” ЕЛ, 
ТИК: Dx -EY | 
y = 10+ W + 一 一 服从 (п) 分 布 ,其 自由 度 为 n. 
E ëk x ШЕВА МОО, 07), > ORA, XI, X, 是 来 自 该 总 体 的 样本 


12. 
(X: + у s > 39. 864| 


i 
因为 站 ~ N(0, 22), i = 1,2,Н X, 与 Х,У, ІНІ X, + X, ~ М(0,207) 
A N(0,1) 


м 21 
Ху + ХХ 记 
_ X -- 0 2 ! 一 上 一 一 一 = 7 y 
2 ~ NO0,2o) ,于 是 一 一 一 U ~ N(0,1) 5, 
Ну 分 布 定义 知 U ~ y), W - y1) 
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ЊЕ 5 - >а _ Х)? = po - icx, $ x] + [x - +(x, + хә] 


= +(x, = Х,У 
Аа X = 100,0) 与 ?独立 ,如 得 тн, вні p ЖЕ АНЕЛ 
_ (Х, + Х,)? 
-和 Ры) 
(Ху + Х,)? # F # 
故 т - ї,)? > 39.864 | 0. 10. 


1. FAA X BM IESS fs Мы, 2 已 知 .从 该 总 体 中 抽取 容量 为 n = 40 的 样本 
E SB pfo. SZ e «ІХ - T) < 1.4535 2). 

分 析 解 此 类 题 首先 是 找 出 有 关 统计 量 的 分 布 ， 将 事件 的 表达 式 作 适当 变形 ， 化 为 已 知 
分 布 的 统计 量 的 关系 式 . 再 利用 分 位 数 概 念 查 表 求 出 结果 . 

Ж n MX Л(ы,02), с БЕВ, НИВЕА 
У(Х, -XY 


(n — 1) _ 5 ~ (n - 1). 


с g 


РЇ0.5о? < 50; - х) < 1.453221 


Хх, - Х)? 
-一 中 "so 。 Do - Xy КЕ x) см | 
а? а? = g? 
# = 40 Sa = 
P\ 20 < = 58.12 


一 一 P{X (39) > 20}- Piy? (39) > 58.12) 


— 0.995 - 0.025=—— 0.97. 
14. ЕЖ X B JA FS N 3), (XX X.) 是 该 总 体 的 样本 , B Sh 


и < X + 1}> 0.95, 试 求 样本 容量 п 的 最 小 值 (其 中 起 = Ух). 
解 Р{Х-1<к<Х+1` = РИ X- al<1l 


Х-и _! 
| а/Уа ~ ЛІ» ша 
查 标准 正 态 分 布 表 可 知 
P > 1.96 => n > 35. 
所 求 样 本 容量 ”的 最 小 值 为 35. 


15. 围 厂 生产 的 一 批 灯泡 ,平均 寿命 为 иш = 140084, og = 200 小 时 . 乙 厂 生 
产 的 一 批 灯泡 ,平均 寿命 为 wz = 1 200 小 时 ,标准 差 为 sz = 100 小 时 .从 两 批 灯 泡 中 分 别 抽 
— 125 — 
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RERA n = 125 的 样本 ,进行 测试 , 问 甲 厂 的 灯泡 的 样本 平均 寿命 比 乙 厂 灯泡 的 样本 平均 
寿命 了 至少 大 160 小 时 的 概率 是 多 少 ? 


分 析 ”由 于 本 题 中 两 个 总 体 分 布 均 为 未 知 .因此 ,不 能 用 正 态 总 体 的 有 关 定 理 , 而 要 用 大 


样本 方法 解决 . 
МЫ ”由 于 样本 容量 n = 125 较 大 ， кие 
X 
5 уу 2 Z NODE = Np, E ， 


Y -pz 80 н 22, 
рт: М0, 1) 8} Y. “Мон, $ 2) 


本 题 所 求 为 R PIX- Y > 160! 
由 于 天 与 了 是 分 别 取 自 两 个 广 产品 的 样本 平均 值 , 所 以 是 相互 独立 的 . 
X E(X- Y) = gm — uz = 1400- 1200 = 200 
2 
p(X- Y) = 2% +°® „ 200 +100 ур 


nta? 1 | 


由 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 随 机 变量 ,可 知 
Ў - Y ~ N(200,207) 
М PIX -Y > 100} = Р 5-00 > 10-20) |_ш.› -1-(1-Ф(2)| 
- Ф(2) 


Же, 9772 
16. 设 总 体 攻 服从 参数 人 (1 > 0) ЯН, Х,,Х;,, X. 是 取 自 该 总 体 的 样本 ЖЖ 


Х 2 тр 的 概率 函数 . 


由 ([1]P83 例 3.15) 知道 : 
Х| + ХХ. 服从 参数 为 2) 的 泊 松 分 布 , 即 Х+л,- x(24) 


依 此 类 推 ,可 得 到 =“ 个 相互 独立 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 之 和 仍 是 泊 松 分 布 ,其 参数 是 各 个 泊 松 
分 布 参数 之 和 . 


即 知 DN ~ бта) 
即 Р(х, = £} = Ошм, = 0,1,2,3, 
所 以 ”PIX = А}. ға У = А). 


= [Zx = k] = т (a)i з y = Ü, L 2 3; =: 
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五 、 习 题 与 答案 


2) 题 

1. 选择 题 (每 小 题 给 出 的 四 个 选择 中 ,从 有 一 项 符合 题目 要 求 , 把 所 选项 前 的 字母 填 在 
题 后 的 括号 内 ). 

(1) Ж Xis Xar, ACn > 1) 是 取 自 标准 正 态 分 布 N(0,1) 总 体 的 一 个 样本 ,X 是 样本 均 
А, 52 是 样本 方差 , 则 

(А) aX ~ М(0,1) (B)X ~ N(0,1) 

(O DR ~ (m) (р) 2. (а-1) x 

(2) 设 总 体 服从 自由 度 为 天 的 X 分布 ,XX ,Xs，,…,X, 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 , 则 nX = 
ИТТІ НЕГІ? 

(А)п+& (B) nk | 

(С) (n ~ 1)(k + 1) (0) k +n — 2 Ж. 1" 


(3) Ë X,,X;,- X, R ER B ESA Np 的 一 个 样本 ， 则 随机 变量 
(X - u)v n(n - 1) vnin- 1) 服从 的 分 布 是 


JE - X>. 


(A) t(n) (В) :(n - 1) 

(C) F(n -1,n) (D) F(n,n - 1) ж( ) 

(4) 设 随机 变量 X RABAR n, n) 的 分 布 ,着 知 a 满足 条 件 PCX > a) = 0.05, 
p(x > 1) = 

(А) 0.95 (В) 0.05 (С) 0.975 (р) 0.025 ж ) 

2. ЖИ, 

(1) Ж Xi, X2, Хз, 是 来 自 正 态 总 体 N(0,32) 的 样本 , 令 X = а(х - 2X,)2 + b(3X; - 
X), Ва: «0,0 4 2 = ,b = 时 ;统计 量 IRA y? 分布, 其 自由 
度 为 

(2) 设 由 4 个 个 体 , 数 2,3,5,6 构成 一 个 总 体 ,有 放 回 地 抽取 容量 为 3 的 样本 , 求 得 E) 
= :Е(52) = 


(3) АМЕ Х АЕ ЖУН М(и,0.22,Х,Х,,-, Х, 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 . 样本 均 
ЖХ - рз. P.I X- z l1<0.1] > 0.9, 则 样本 容量 ”至 少 应 取 值 = 


3. ([1),6.10) 已 知 随机 变星 臣服 从 自由 度 为 mn 的 :分 布 , 问 随机 变量 X 服从 什么 分 布 ? 
并 给 予 证 明 . 
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4, R Х,,Х3,”-,Х;-9 Күү Кз ‚ 89 是 分 别 来 自 正 态 总 体 N(0, 32) 的 两 个 相互 独立 的 样 
Ху + À +" + X 
‚ 试问 统计 量 U “УЙТИ Н 2 9% >? 并 加 以 证 
本 可 统计 量 УЙТИ, T 服从 什么 分 布 ?参数 是 多 少 ?并 加 明 . 
5. Aik X RAES М(60, "i Xe ,0 是 该 总 体 的 样本 . 试 求 : 
а) PÍ X- 601> 2 ; (2) P>- 60)? < 88.6}. 


6. 设 总 体 X AESA NC, 2), Xi X... Ae 是 该 总 体 的 一 个 样本 ,样本 均值 为 
天 ,样本 方差 为 S. 8 PIX > p+ k5| = 0.95, 则 应 为 何 值 ? 

7. 设 总 体 服 从 参数 为 р = 0.2470 一 1 分 布 Xis Xa i , X, 是 来 自 该 总 体 的 样本 . 

(1) 3n = 10 时 , 求 Pil X I< 0.11. 

(2) 试 确定 样本 容量 n EU X - p 1?) <0.01,ДР = ж. 

8, 设 总 体 天 服从 正 态 分 布 N(4,a*),p 未 知 ,a? > 0 已 知 . 若 用 样本 均值 世代 替 总 体 期 
望 jy 的 误差 不 少 于 0.10 的 概率 不 大 于 0.05. 试问 样本 容量 n 应 取 多 大 ? 


9. XXa An BREESE Na) 的 一 个 样本 , 记 了 = 二 > 站， 
iel 


S2 = i- XV. Жел = 9, 求 使 得 


PIX - kS < Xi < X + kS! = 0.8. 
10. R XLX, X 是 取 自 标准 正 态 总 体 N(0,1) 的 一 个 样本 , 求 天 ,使 得 
Хү + X, N 
С Walli 

H. Zla), Е,(т,п) i, ҒӨК Ер 分 位 数 O REL -40 = z... (1, 
n) 

12. 某 三 生产 的 灯泡 其 使 用 寿命 于 服从 正 态 分 布 N(2250,2502) , 现 进 行 质 量 检查 ,其 方 
法 如 下 :任意 挑选 n 个 灯泡 ,如 果 这 mn 个 灯泡 平均 寿命 超过 2200 小 时 ,就 认为 该 厂 生产 的 灯泡 
质量 合格 . 若 要 使 检查 能 通过 的 概率 超过 0.997, 问 至 少 要 检查 的 灯泡 个 数 л 为 多 少 ? 

13. 设 总 体式 服从 正 态 分 布 Niu) ,分别 从 该 总 体 抽取 容量 为 п 的 两 个 相互 独立 样 
Æ Xis Хә», ЖХ, Хо, An. 为 使 两 个 样本 的 均值 之 差 超过 c 的 概率 大 约 为 0.01 
时 ,应 为 多 少 ? 

14. 设 总 体 > 0 为 未 知 参数 (Х,,Х,0-.Х 是 来 自 该 总 


(Улху 
ЖЕЙ Ж.Ш X = Од, P 一 > 3,445}. 
2% - X> 
15. 设 (-2, -1,3,3,4) 是 容量 为 5 的 一 个 样本 观察 值 . 试 求 经 验 分 布 函 数 F.( x). 
答案 与 提示 


1. (1) C;(2) B;(3) B. 
— 128 — 
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(4) ЖХ - F(mi, m) ШЕ ~ Е(по, п), АІ X ~ F(n.n), $ ~ Е(п,т), ТД 


Р(х > 1) = Р(Х < a) = 1- F(X > а) = 0.95. 故 应 选 4A. 
1 1 


2. (1) 45° 90, 2 
(2) 4, 2.5 
Х-и | 0.1 „0.1 Яя. _ 
(3) 由 于 PÍ 0.2/ Vn < ы-і)» оту = и) 05 = 1.9%, 
Ж А) п > 16 
Е Y, 
. л: ШУА X ~ ,可 上 X = | Yı ~ №(0,1), У ~ хп), 
3. 提示 :随机 变量 :(п), TAAA TEA 其 中 Y, (0,1), У ~ хп), H. 
n5 У, ЖЕЙУ, НР Y ~ yU), У, ~ y(n), И 5 У, АН 严 分 布 定 义 , 可 
以 知道 
Xx? 4 Е(1,л) 
= Үҙ/п ~ жы 


4. 提示 :由 于 的 分 子 是 独立 正 者 随机 变量 之 和 仍 是 正 态 分 布 ,分 母 根 叶肉 因子 ~ MO, 


n y, 2 
о.) 服从 2 分 布 且 自由 度 为 n DEAN URA! yG. 
іші 


Ж.О 服从 :分 布 ,其 参数 即 自 由 度 是 9. 
5, 答 ;(1) 0.114 (2) 0.01 


6. REIK > u+ ks] 变换 成 等 价 事件 [写生 > k v16) вин Az 服从 (15) 


8/4 
分 布 , 便 可 解 题 . 
Ж. = - 7.012 4. 


7. 提示 :(1) 由 总 体 X - BO,0.2), 27 X, ~ B(n,0.2). 即 知 
р(У)Х, = k) = ch 0.2, 0.8%-*, k = т а 
=] 
_ _ _ _ o, 
Р(1Х1<0.1) = P(0 < X < 0.1) = P(Ë = 0) + P(X = 0.1) = P(> X; = 0) 
t=1 


9 10 19 
+ P(X = 0.1x 10) = P(> X; = 0) + P( >1X, = 1) = 0.89 + Ch(0.2) + (0.8) = 
i=l 


ial 4-1 


0,375 8 


(2) EOF -p È) =D) = A D(X) е 2 (0.2)(0.8) ee 
гі izi 


Ж (1) 0.3758 (2) n > 16 
8. Жіп > 384.16 27. 
9. 提示 :将 {了 -有 < Хо < X + А5) 变换 成 等 价 事件 |- kS < X- Xu < kS! 


itelni ; СЕД? Ž - Xa [n 
МЕНЕН man DA оа, 
= 129 = 
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便 可 解 题 . 


Ж.К = MONE = 1.396 8 x 1.054 = 1.4724. 
А, + K, 

V X + X: + X2 

х G). B Xr+. 5 д} + ха + 聘 独 立 ,由 分 布 定义 ,可 证 明 出 / Элу G) mh 

PIW < Е = 1 - P| 3w > / 2 ожа жа Ят ый. 


10. 提示 :统计 量 W = ,其 分 子 Xi + X, = NN(0,2) ,分 母 根 号 内 X: + ХЇ + 


Ж. k 1.3364. 
11. 提示 :由 了 题 已 证 明 者 了 ~ (п), ~ FF(1,n). 肯 出 分 位 数 定义 ,可 证 明 出 结果 . 
12, Жіп > 190. 
13. Ж.л - 14. 
02205 х 
14. 提示 :本 题 关 键 是 写 出 统计 量 罗 = 万 一 的 分 布 .由 于 zx = 一 -一 ~ N(0,1), 
> (X; -XP 13а 
і 
13 
> XP ' 
DV = еш ~ 012), Eh X5 ТЕПТЕ. 


立 ,由 F ARELAS W MUA К(1,12) 分 布 ， 
再 由 PIW > 3.445}= P| EW > 3. gea 


13 
答 :所 求 概 率 为 和 .10. 


0.10 


0, x <—2, 
1 2 1 
5” --Х<-і1, 
2 

15, Z: F(x) = 4” -1с%х<3, 
4 
5” 3 < x < á, 
1, x > 4. 
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第 七 章 ”参数 估计 


一 .基本 要 求 


中 理解 参数 点 估计 的 概念 . 掌握 求 点 估计 的 两 种 方法 :最 大 似 然 舍 计 法 和 竹 估 计 法 ， 
(了 解 估计 量 的 优良 性 准则 (无 偏 性 、 有 效 性 ,相合 性 ), 并 擎 握 验 证 估计 量 的 无 偏 性 方法 . 
(5 理解 区 间 居 计 的 概念 ,会 求 一 个 正 态 总 体 的 均值 与 方差 的 午 信 区 和 间 和 商 个 正 楚 总 体 的 


均值 差 与 方差 比 的 置信 区 和 ， 
二 .内 容 提 要 
1. 参数 点 估计 的 方法 
(1) 最 大 似 然 估 计 法 . 
最 大 悠然 估计 法 的 基本 思想 是 ;根据 样本 的 具体 情 帝 ,选择 参数 8 的 个 计 尹 使 得 该 样本 发 
生 的 概率 最 人 . 
用 上 述 基 本 思想 得 庆 未 知 参数 和 估计 的 方法 称 为 最 大 似 然 估 计 法 . 


最 大 似 然 估计 的 求法 . 设 已 知 总 体 XY 的 概率 密度 或 概率 函数 fx;81,8，,… ,的 ,) 的 形式 ， 
ati=1,2,…,.m) 是 只 知 其 取 值 范围 而 不 知 其 具体 数值 的 未 知 参数 . 
(хы ,xn) 是 来 自 该 总 体 的 样本 值 . 


Я L = ICON 22st, xa; 0 .0,0 ) MCHINA, 


使 似 然 函 数 工 达 到 最 大 值 的 人 Âa Ân K 0a, On 的 最 大 似 然 估计 . 
各 伺 然 函数 了 可 微 且 参数 集合 是 开 集 的 条 件 下 , 求 工 的 最 大 值 点 的 问题 可 转化 为 求 似 然 


rem ЭБЕ = 0( = 1,2,…,m) 的 解 如 果 TEE = 0(j = 1,2,…,m) 有 唯一 的 一 组 解 ,又 能 验 
J J 
证 它们 是 tnz 的 最 大 值 点 , 则 它们 是 未 知 参数 的 最 大 似 然 估 计 . 

注意 : 

只 有 时 似 然 函数 不 可 微 或 似 然 方程 组 无 解 ,这 时 可 用 定义 直接 求 末 知 参 数 的 最 大 似 然 估 
it. 

ORAS KHE Яй ЖК ШЕТ ВЕТ hos M, HARREN S 
(х;8\,8›, …,9,), 未 知 参数 的 取 值 范围 为 O, RASNA 2(0,,8,.-,0,),% 0), 
0,, Б ‚д 分 别 为 + Ты” D 的 最 大 侯 然 估计 , 则 规定 РАСА ,6,， ee Ân) A МЕТ , 63. с, On) H) 
最 大 似 然 估计 . 

(2) 矩 估 讨 法 . 

矩 估计 法 的 基本 思想 是 :在 总 体 存 在 所 需要 的 各 阶 矩 的 条 件 下 ,用 样本 的 各 阶 矩 去 估计 总 
体 的 相应 的 各 阶 矩 . 由 于 总 体 的 分 布 类 现 已 知 , 总 体 的 各 阶 矩 可 表示 为 未 知 参 数 的 已 知 函 数 ， 
这 样 样本 的 各 稻 和 矩 与 未 知 参数 就 联系 起 来 了 ,从 而 可 得 到 未 知 参 数 的 估计 . 


一 131 一 
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用 上 述 基 本 思想 到 未 知 参 数 的 估计 的 方法 称 为 矩 法 . 用 答 法 求 出 的 未 知 参 数 的 估计 称 为 
窍 估 计 . 

矩 估 计 的 求法 

ЕХ ЖЕКЕ ЖЕ ЖЕН /(х;0,,0,-, ЮЕ, Ж 0,,06,2-,06 是 未 知 
ӘЖ.Нат,-Е(ХО,1-1,2,-,6 ИЕЛЕ, (а, xz) 是 取 上 自 该 总 体 的 样本 依 . 

第 一 步 ,将 未 知 参 数 表示 为 总 体 各 阶 矩 的 函数 .mu = ECX) = д(00,0,,.8,),1=1,2, 
k, AP е 是 上 元 已 知 函 数 . 假定 能 从 上 式 中 解 出 = hm, т," т), =1,2,… ,上 ， 

第 二 步 , 用 样本 的 各 阶 矩 估计 总 体 相应 的 各 阶 矩 


^ AN а. 
m, = E(X:) = М, = IS, е ОТЕ Я 
і= 1 


= Jb НЧЕ АВО, 式 得 分 = Аттуу m ). 11,25, k. Bl 
是 未 知 参数 的 矩 估计 量 . 

注意 ， | 

@D 如 果 在 求 未 知 参数 年 估 计 的 第 一 步 中 用 总 体 的 各 阶 中 心 矩 , 第 二 步 中 用 样本 的 各 阶 中 
心 矩 估计 总 体 相应 的 各 阶 中 心 矩 , 则 最 后 得 到 未 知 数 的 估计 仍 称 为 矩 估计 ， 

四 总 体 的 数学 期 望 与 方差 的 失信 计 . 设 总 体 X Иа m = EOE, ДЫК x ЇЙ Ж 
ЖЕШ, зл, лсе x, 为 总 体 X 的 样本 值 .E(X) ,D(X) 的 矩 估计 分 别 是 


A A n 
E(X)= x, D(X)= М, = 2 уа 


2. ЖЕНЕ М 

(1) 无 偏 性 . 

设 未 知 参数 的 已 知 函 数 g(8) 的 估计 量 为 Ф(Х,, Xr, Х,), ШУР -- 010) 9ЄӨ #9 
Esl ol Xi, X2, = g(0) 9 (Хх, X,, X.) КАНЕ. 

注意 ; 若 8 是 未 知 参数 8 的 无 偏 估 计 ,h(9) 是 0 已 知 函 数 , 则 Һ(д9Ж-Ж Ж h(9) 的 无 偏 
估计 见 [1] ,P167. 

(2) 有 效 性 . 

Ж o (XI, X;, A) M ө(Х,,Х,:-, Х.Е (ӨНЕГЕ, ШЖ ИОС Ө, 
有 

Ej [o (XI, X,,::: Xn) _ "АСЛЫ = Eal ф›\ Х\,Х›,' е Xa) _ &(8)]? 

HFE 名 所 日 ,使 上 式 左 端 严 格 小 于 右 端 , 则 称 o, Шо AX. 

注意 ;对 g(9) 的 几 个 无 偏 估计 量 , 比 较 它们 的 有 效 性 就 是 比较 它们 的 方差 ,方差 小 者 有 效 
性 为 好 . 

(3) 相合 性 (一 致 性 ). 

设 р(Х\,Х;,,Х„)Ж g{9) 的 佑 计量, 如 果 对 任意 的 。>0, 都 有 

lim P| lp(Xi, X23 Х,) -8(0)1< ei=1, 则 称 p 是 g(8) 的 相合 信 计 量 . 


= 182 == 
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3. 参数 的 区 闻 估 计 

DREH ХВА СХ, Xes A ,构造 统计 量 A(X, Л», XOA В(Х\,Х», 
Х.).НА<В. gO ERERKEN ОНЕ ЯЖ. ; 

对 于 给 定 的 a(0 < ac<1i), 若 对 -- 场 的 pc 名 ,都 有 PIA(X i, Xss Na) 200) B(X,, 

,Х.0і-1-а, ШТА, В] g(0) 的 置信 度 为 1 а 的 置信 区 间 . 

 @ 正 态 总 体 的 均 信和 方 关 的 区 间 信 计 . 

设 总 体 X~ М(и,о7),(Х,Х, A ERARE . 那么 ,总 体 参数 u,e 的 估计 区 
闻 如 表 1 所 示 . 

31 

н MJ 86 PE I- a ЙІН P la] 


Š X+t (п-1) =] 
n 5 үп 


2 的 置信 和 度 为 1- a 的 置信 区 问 


(n-1) _(л-1)5? 
Xn Dx (4-0) 
2 ШЕ! 


ЯР 
2 


О ў Ха- но)? 
хаб") И Хх (n) 


设 有 两 个 正 态 总 体 X~ Nlp БЕТТЕГІ 样本 均值 为 ,样本 方差 为 
517, 总 体 Y~ МО л», o3) ,其 样本 为 (了 ， Ба 了 ) ,样本 均值 为 了 ,样本 方差 为 $3, 且 两 个 样 


本 相互 独立 . 两 个 正 态 总 体 的 均值 差 方差 比 的 置信 区 间 见 表 2. 
ж: 


рі ро AEREN 1-a МІНЕКІН 
2 | | сі Е" 
 X- Y + ЧЕ Еч 3] 
7-8 (8+ т -2)5,у l. l Х- Ука (п+т- 208 aj 1.1] 
01,03 Ж 2 to n m ° A Ж a Pm 


H =g ; ›_(п-1)51+(т®-1)% 
其 中 Se= п=т-2 


үс 的 置信 度 为 1 - a 的 置信 区 间 


54/8 51/5: 
ЕСЕПТЕН ЛЕТСЕРЕГЕНЙ 


ЕТ ана ыж „ DU; - „У - a 
a ы лз! р 
n 


Ёа{(п,т) к Fi-s(n, m) 


"узи RA 


注 ; 以 上 参数 的 置信 区 间 是 用 枢 轴 量 法 得 到 的 ， 关于 枢 轴 量 法 可 见 [1] ,РІ72. 


== 
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急用 大 样本 方法 , 求 某 些 分 布 的 总 体 参 数 的 区 间 钻 计 . 
注 :[P176] 就 (0- 1) 分 布 总 体 , 用 大 样本 方法 求 出 了 未 知 参 数 的 区 间 估 计 .典型 例题 的 12 
题 和 习题 16 题 就 是 这 方面 的 题 日 . 


三 .问题 与 思考 


1. ЖМЕНЕЕНЖЕ-Е? 请 举例 说 明 , 

Е ”在 一 般 情况 下 , 矩 估 计 不 是 唯一 的 . 由 于 在 求 矩 估计 的 过 程 中 ,选取 哪些 样本 的 矩 个 
计 总 体 相应 的 答 ,有 一 定 的 随意 性 ,从 而 使 得 矩 估计 不 上 其 有 了 唯一 性 . 例如 : 

设 总 体 X 服从 参数 为 MA{(A > 0) 的 泊 松 分 布 ,4 是 未 知 参数 (Ху, X. е, ЖЕНА 


的 样本 ， 
一 方面 ,由 于 ECX) =4, 又 ECX) = 不, 所 以 A 的 短信 计 是 
另外 ,由 于 D(X) = ,按照 矩 估计 法 ,可 有 Р(Х) = М лу; (Xi - ХУН ЯА й 


又 一 矩 估 计 为 和 = Му. 
2. 试 举例 说 明 最 大 似 然 估 计 不 具有 了 唯一 性 . 
Fo AmE ХАЕЛ У 
a=]! 6-5 <:<0+1,(- = <0< +e), 
0. 其 它 ， 0 是 未 知 参 数 . 
(xl ,x2，,"…, xn) 是 来 目 该 总 体 的 样本 值 . НКА Б 


L= OON 9-3 < min {л} тах [x] <0+7, 
N 0， 其 他 
此 题 无 法 通过 解 似 然 函 数 方程 的 方法 求 得 了 工 的 最 大 值 点 . 要 用 最 大 似 然 估计 的 定义 来 
求 之 . 
要 上 最 大 ,6 MAE: 


= ЧЕ min |х;! Н max letra 
2 Ісісп leigh 2 


即 б min |x} +29 Өз max || -4 = тах Íx;| -3 << min |ж + 
所 以 ,8 的 最 大 似 然 估计 8 应 满足 上 述 不 等 式 . 而 且 , 凡 满足 上 述 不 等 式 的 估计 量 ,都 可 作为 


0 的 最 大 似 然 和 估计 . 如 : 


8-13 тах (5,1 + min |} -1 等 都 是 8 的 最 大 似 然 估计 ， 
з. 似 然 方程 车 有 解 ,其 解 是 否 总 是 唯一 的 ? 若 不 是 唯一 的 ,其 解 是 否 都 是 未 知 参数 的 最 
大 似 然 估计 ? 请 举例 说 明 . 
E “ 似 然 方程 若 有 解 , 其 解 也 不 一 定 是 唯一 的 ,其 解 也 不 -- 定 都 是 未 知 参数 的 最 大 似 然 人 
计 . 所 以 ,通过 解 似 然 方程 的 方法 求 最 大 似 然 估计 时 ,需要 验证 似 然 方程 的 解 ,是 否 是 似 然 了 
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数 的 最 大 值 点 . 
例如 ,总体 X 服从 柯 西 (Cauchy) 分 布 ,其 分 布 密度 为 :Azx;b) = 
<+om, 其 中 -ov<b<+o 为 未 知 参 数 . 
(xi,xz) 是 取 自 该 总 体 的 一 个 样本 值 . 其 似 然 函 数 为 L= rT; ТІРЛІГІ py 
пі, = – In - In[1 + (z; — 032] — № + (х — 022] 


_ 0 < x 


Е 
z[1 + (x - 0)2]' 


得 似 然 方程 
dlnL _ _2(х{-8) 2(x, – 0) 
de “ l+ (xr 6) * 1 + (2. – 8)? 
_ 2а + x — 20)[@? — (x, + x2)8 + хх + 1] _10 
[1 + (z, ~ 0'][1 + (x, ~ 022] 7 
该 方程 的 解 有 3 个, 为; 


д, => (э + x2); 


Те (z, + х5) + Кыыл = 4 
j= 


ĝ, = (xi + x) - -y4 КЕСЕ х2)? -4 


要 使 上 МЕР 上 的 分 母 g(9) = 11+ (х, – ӨЛІГІ + (х -8)2] 达 到 最 小 值 即 可 . 
判断 Âi =1,2,3) 中 哪 一 个 是 工 的 最 大 值 点 . 由 于 (显然 )g (0,) =0 (i=1,2,3) 
故 g (8) =4[ 8- (ху + х) + Заула 1] -2(х) + ху-26)[20- (хі + x>)] 
0, 代入 上 式 得 p(T) (аа) 40). 

若 ( 甲 ) 式 大 于 0, 即 (zi~ zz) <4,1zl-xz2l<2 则 gg9) 达 到 最 小 值 .所 以 是 8 的 最 大 
似 然 估计 . 

而 当 | X1 一 %21 <2 时 6,,0; 都 是 复 根 ,它们 不 是 0 的 最 大 似 然 估 计 ` 

车 ( 甲 ) 式 小 于 0, 则 1x) - rl >2, 此 时 gr(81)<0,g(681) 达 到 最 大 值 ,所 以 不 是 0 的 最 
大 似 然 估计 . ІН, а” (a) = 2[х + хо = (аал; +V (ху = a)? -4)] >O, g (д) =2[ ху + x2 
= ETE? -y (xi ~ x))2- 4)]2 > 0. 故 0,,0; 都 是 8g(9) 的 最 小 值 点 ,容易 证 明 2(00,) = к (0,), 
此 时 0, 是 8 的 两 个 最 大 似 然 估计 ， 

总 之 ,此 例题 中 似 然 方程 有 三 个 根 , 即 其 解 不 是 唯一 的 , 且 它 们 也 不 一 定 都 是 8 的 最 大 似 
然 估 计 ,因而 需要 讨论 . 

本 例 8 的 最 大 似 然 估 计 可 写 为 


| 6 ЧИРИ ИТЭ 
Гега G sx sal, | ж —s; [> 2. 
Ж.а - xal -2%,0,-0,-0,- 205+) 0 的 最 大 似 然 估计 . 
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4. 试问 无 偏 估计 是 否 总 是 存在 的 ? 

Ж ”无 偏 估计 有 时 是 不 存在 的 . ЖШ: 

设 总 体 开 服从 参数 为 的 0- 1 分 布 . 即 不 的 分 布 列 为 是 
取 自 该 总 体 的 一 个 样本 . 可 以 证 明 р? 不 存在 无 偏 估 计量 . ХО piepel N 
其 理由 如 下 ， Pig p 

由 于 X, 的 分 布 也 是 参数 为 p 0-1 2. 

对 参数 亚 , 若 存在 无 偏 估计 g(X,), 则 它 必 须 满足 等 式 :E[ g(x1)] = p?, 即 对 一 切 0< p< 
ІН g(1)'p+ g(0)(1- p) = p2 

由 于 上 式 左边 是 未 知 参数 p 的 一 次 函数 (g(1) 和 g(0) 均 是 常数 ), 而 上 式 右 边 是 p 的 二 
次 函数 ,因此 ,对 0<p < 1 该 等 式 不 可 能 皆 成 立 . 所 以 ,参数 р? 不 存在 无 偏 估计 , 


5. AMESA М) ЖЕЕ НО 的 样本 ,由 样本 计算 得 x = > xi = 15. 于 是 


得 到 jy 的 置信 和 度 为 0.90 的 置信 区 间 为 [13.9,16.1]. 这 一 аас 9, 16. 1j 包 含 未 知 
Ж, 的 概率 为 0.90. 这 种 说 法 对 吗 ? 

答 这 种 说 法 是 不 对 的 . 

因为 区 间 [13.9,16.1] 的 两 个 端点 是 已 知 的 常数 ,而 y 虽然 未 知 ,但 它 是 客观 存在 的 某 个 
HA. 不 是 随机 变量 . 了 岂 就 是 说 (13.9 < и < 16.1) 不 是 随机 事件 . 当然 P|13.9< p16.1| 
=0.90 是 毫 无 意义 的 . 而 区 间 [13.9,16.1] 与 u 的 关系 只 能 有 两 种 情况 ,要 么 这 个 区 间 包 含 
:要么 不 包含 .不 能 说 0.90 是 这 个 特定 区 间 [13.9,16.1] 包 含 参数 u 的 概率 . 

关于 未 知 参数 置信 度 为 1 - a 的 置信 区 间 的 含义 见 ([1],P170). 

6. 设 总 体 服从 正 态 分 布 Nu.) 20 jy,a?>0 均 未 知 .( X. X... X) ВЕН 


4-1-р 


体 的 样本 .试问 用 枢 轴 量 法 求 得 ВОВНА DD 1 - ОВОС -(п-1)5,Х (а 
һ 
- 2136394 8 аан 
& 该 区 间 是 平均 长 度 最 短 的 p ЮЖН. | 
„Х-и Е 
НЖЖ Т = и ~ tn 选取 А, 8 使 P|4< уте <8)-1-а 
КА 
于 是 Р|Х-В®<и&Х- 4 二 | -1-。 
CA u 的 置信 和 度 为 1 - a 的 置信 区 间 为 ， 
s 
|x- BX- А: 
此 区 间 的 平均 长 度 为 ; 
аста 
E(L)= L= U (B- A). (1) 
选取 4 SB. fE L KER. 
x 1-а= Р(А<Т<В) = F(B)- F(A) (2) 
这 里 F(4) 是 ((n - 1) 分布 的 分 布 函 数 ， 
将 (1) 式 和 (2) 式 对 4 求 导 得 
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м = (за -1) (3) 


fB 48 (A= 0 (4) 


dL 5 
其 中 SOE Km -由 分 布 的 分 布 密度 ,将 (4) 代 人 (3) 式 得 94 «(ДАР 1). 


ФЗ SOR, REM SCA) = (В) L E, T f(E ak kika, 51 SCB) 
= КА), ЯВ А= В(2 0) л = - В, TE H (2) 1 1# 
Е(В)- Е(А) = Е(В) - Е( ~B) 
=[1-Р(Т>В)}-[1-Р(Т>-В)]=1-а 
即 得 P(T> -B)- Р(Т> В) =1-а 
又 由 f(1) 对 称 性 ,可 得 1- РОТ> В) - Р(Т> В) =1-а 
э1-2Р(Т>В)з51-а 


= Р(Т> В) = 
B=ts(n 一 1) 是 自由 度 为 ~1 的 1 分 布 的 上 分 位 数 „A= -(п-1) 
可 见 , jy 的 置信 度 为 1 - a 的 平均 长 度 最 短 的 置信 区 间 就 是 


|5- ta(n- р, „X + ta(n- i Í 


仿照 上 述 分 析 , 可 知 在 ?已 知情 况 下 ,区 间 | X - ug ZX + u | и 的 置信 度 为 1- s 
的 平均 长 度 最 短 的 时 信 区 间 . 


四 .典型 例题 


1. RAW ХЮ 05У 


-( А), a0; 其 中 参数 91>0 已 知 
шыны i 0,>0 K3H,9,=1 
0, x<, Е Р 
(x1,%2，"…*,xn) 是 来 自 该 总 体 的 样本 值 . 
求 未 知 参 数 0, 的 最 大 似 然 估计 和 和 矩 估计 . 
分 析 : 首 先 写 出 总 体 世 的 概率 密度 几 x;0 0) ,再 按 前 面 总 结 的 步骤 求解 . 
人 + x=; 


М f(x;0,,0,)= F'(x;0),0,)= 
х< 81. 


(1) ВА (х, х2," ` “, z, ) RIMARRA 
L = T1301,0;) = П 6,6% х, - ht D = 8,76%; П а 0%%) 
V. In; = п Inĝ; + п9-іп0, - (1 + 0,) > Іп; 


= 131 = 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试用 版 本 创建 ммм. fineprint, com. cn 


得 似 然 方程 
r R inln- È n=0 (0 是 已 知 参数 )， 


48, 8, 
解 得 EE а р (ВЕ 86А) 
У - nìnĝ, Kes - Ìnĝ;) 
中 In __п 
又 内 (40, 7% <0 


PEVA 0, 是 0, 的 最 大 似 然 估 计 . 
(2) 第 一 步 Е(Х) = | х 00x 7 6% О4х 


+ 0,8 
= ІШ 0,0 x" ads = 5-1 


O EG 
595 E- 
A 
第 二 步 Шыдай 
第 二 步 将 E() 代 入 0, 的 公式 中 ， 得 到 各 = 一 地 这 是 名 的 矩 估 计量 . 


2. -ТЕТЕЖЯ Мирана; P (O< p<1) 未 知 . 每 次 试验 方式 是 有 
放 回 地 从 中 随机 地 取 М 个 球 ,其 中 黑 球 个 数 是 随机 变 黑 А. EITT n 次 试验 ,获得 样本 值 
(x1,X2.23 Xn). ЖЖ; 

(1) p 的 最 大 似 然 估计 . 

(2) РИНЕ R 的 最 大 似 然 估计 . 

分 析 

由 题 意 可 知 总 体 X~ В(М,р). AP NBA, p RA. ТУНИ р 上 ,对 离散 型 
随机 变量 要 先 写 出 它 的 概率 函数 . 


DEY Е Ур 的 请 数 关 系 ,可 用 未 知 参数 的 已 知 函数 的 最 大 似 然 估计 的 规定 求 R EAF. 


Ж (1) 总 体 革 的 概率 函数 为 
f(xsp)= Cw р (1—р)*7*,(х=0,1,2-+,М). 
4-0,1, ,NN 
Жы Х,- Казр) = C ра руч" | 
г=1,2,°7*›,п 


АЖ 


a х; п Х% H 
Ls llc н Р“(1-— p) = (TIe)? T (1- pyw-2, 


мш = Xie% + (275 i) inp + (aN — > (1-р). 


得 似 然 方程 
с nN - дух 
ш, 2480" дын, 
dp © p Кр ` ` 
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= 


n 
х; 


解 得 了 = T = Z 是 唯一 驻 点 . Шр Ep КИМЧЕ. 


n 


(2) ске 2 Ep 的 连续 函数 (0<p< 1),6 = үр 的 最 大 似 然 估计 . 由 未 知 参数 的 已 
知 函 数 的 最 大 似 然 估计 规定 可 知 

гары: 的 最 大 似 然 估 计 . 

ЖЖ: 

要 分 清 N. n 和 xi 的 实际 含义 : МЕНИКИ РАКА, ЛЕ ВИН .n 
是 进行 试验 的 次 数 ,也 是 定 值 ， 

Х; 是 第 ; 个 样品 , 它 表 示 第 守 次 试验 从 总 体 抽取 N 个 球 中 黑 球 的 个 数 , 它 是 随机 变量 ,可 
能 的 取 值 是 0,1,2,…,N. HSA X Aat. 而 <; 是 第 i 个 样品 值 ,是 X 可 能 取 值 之 一 ,并 
不 一 定 是 i. 

3, B(X Xe, XK RER B 8 IK X WJ ТЕЖ, БЯХ 服从 正 态 分 布 六 (4 ,1 ), 求 未 
知 参数 六 的 矩 估 计 和 最 大 似 然 估 计 . 

分 析 : 首 先 要 写 出 总 体 X 的 概率 密度 ,已 知 nX ~ (ni) 则 三 服从 参数 为 kw, = 1 的 对 
数 正 态 分 布 ,其 概率 密度 为 见 ([1j,P55). 

1 
М Х-/(х;) ШЕ 


0, | х<0. 


2 
EUN, 


Wy . ыр a = ше) _ ү? 
第 一 步 ЕО) = | анг |” -epl -地 (ns -x 站 和 
今 :Inx=i,x=e: dx=e'dt 
ОЕТ: 
上 式 = | Te e722? dt 


= тыш ІЙ e i-e- (6-р = Vm 
—% т 


2л 
得 м-һЕ(Х)-5. 


第 - 步 EDX КАА 02 

第 三 步 р-ш-2 是 /的 矩 估计 量 . 

(2) (xi, xz," ,Xn) 的 似 然 旺 数 

L = НЕ - (过) + exp| - 510 - „| 


х; 


i=] 
lInL = – 2л ~ > nx, _ РДЕ - и) 
ial i=l 
得 似 然 方 程 


dnL 1% _ 
j. +7 22202; - н) = 0. 
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HA 2-12. 是 唯一 斑点 
лр Жн 的 最 大 似 然 估计 . 
4. 已 知 总 体 的 分 布 列 为 (参数 0< 8<1 RA). 
《x ,Xi ,Xn) 是 来 自 该 总 体 的 一 -个 样本 值 , 试 求 8 
的 最 大 似 然 估计 . 
Әт ”本题 关 键 是 由 总 体 X УЛИ УГЕ Х ЖЖЖ. 


М XY~f(x;0)=P(X=x+1)= C1 8) х-0,1,2. 


Х,- Кав) = P(X = +1) = C (1-0) 05 x;=0,1,2.i=1,2," n, 
(жылату, An ЛЫ АРА ЖОН | 
L = ШЕР? = Псға = 
п уж, э Уе-а) 
= ПІсі-а-ө) @' 


iel 


BO 


Хх № = Хас» Уа; 1901-8) + “0 - xi)lng 
= 1 іші ial 


x; а. 
得 似 然 方程 SL. 1-2, 50һ- Ха) = 0 


dg К 
жек 
解 得 9 = — = 1-2 CN 
.6 是 9 的 最 大 似 然 估计 . 
s. 设 总 体 的 分 布 密度 为 
ЖжА,В) (ее. x>B, 其 中 -ww<B<+%m,A>0; . 
Tiä, = 


20, RE, ” 均 是 未 知 参 数 
试 求 4, B 的 最 大 似 然 估计 . 


分 析 “四 本 题 没 有 给 出 样本 值 , 在 解 题 时 应 设 一 个 样本 信 . 

© Р ЛЕНЕ Е 2. „0 无 解 , 故 要 用 定义 直接 求 B 的 最 大 似 然 估 计 ， 
解 。 设 样本 值 (1,x2,…,%。), 它 的 似 然 函数 是 : 

L= (з, snd В) = Ален - АГ - шілік э В 


lnL = ~ ninA ~ ЭР _ nB | 
іші 


oln n 0, 

В СА айы. н 

dinL n 1р 

Эл =- я + 1279 - aB] = 0 A 
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显然 (1) 式 无 解 ,要 用 定义 求 B 的 最 大 似 然 估计 . 


要 使 /达到 最 大 ,就 是 要 在 min | В 条 件 下 ,选择 ВШ > (а; - B) 达到 最 小 ,自然 
应 选择 D = min {zl 为 B 的 最 大 似 然 估计 . 


п 
`җ 


х; 


由 似 然 方程 (2) 解 出 4 = 

А =X- min |а) . 

6. s s o°), 其 中 É Яй с^ > 0 90 „Xis Xz, I ы X, 是 取 自 该 
总 体 的 一 个 样本 . 车 4 ña | e “шас = 0.02, 试 求 4 的 最 大 似 然 估计 . 


- 和 是 唯一 驻 点 , 故 知 4 的 最 大 似 然 估计 是 


2. 
分 析 由 [1], 例 7.2 可 知 = Х,°= My = ТУХ - РАНЕЕ а чо 的 
最 大 似 然 估计 . АНАНЫ 的 函数 关系 ,从 而 求 4 的 最 大 似 然 佑 计 ， 
кө | _ (x= 一 十 的 
解 |) Jaa 2 2 Гу, oo ТЕ = 0.02. 
即 Ф(4-Ш)-1-0.02-0.9. 
查 标准 正 态 分 布 表 , 知 全 „2.05 
由 此 得 А = 2.050 + и ЖаЖу НЕШІК . 而 м 和 oa? 的 最 大 似 然 个 计 分 别 为 yx = X 
2 = Му = 154 - х). 


іші 


由 未 知 函 数 的 已 知 通 数 的 最 大 似 然 估计 规定 知 o = M, Жо 的 最 大 似 然 估计 ， 
ЖА =2.05/ МУ + X ЖА 的 最 大 似 然 估计 . 
7. 设 总 体 的 概率 密度 为 


2х 
= 0 < x= 
ЕГЕ <х=0 (8>0ЖЯ) 


0, 其 它 . 
Х1|зХ2,777, Ха 是 该 总 体 的 一 个 样本 和 值 ' 


(1) ЖӘ 的 最 大 似 然 估计 98， 
(2) B] 8 是 不 是 8 的 无 偏 佑 计 ? 并 说 明理 由 ， 
(3) 试 构造 8 的 一 个 无 偏 居 计量 . 
8- "2°, 0< тах }х;}<@; 
Ж (1) 样本 值 x1 ,x;,… ,x 的 似 然 函 数 为 L = | ея: 
0, КЕЕ. 
lnL = – 2ліпд + nln2 + ла 


Ші, -学 =- =0 无 解 . 故 知 本 题 要 由 定义 直接 求 9 的 最 大 似 然 估计 . 
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从 工 表 达 式 看 出 ,要 在 Өз max |xij 条 件 下 ,使 L 达 到 最 大 ,必须 取 6 = тах { x; í ,由 定义 


БЕЗЕР 56 的 最 大 似 然 估 计 . 
(2) 判断 8 是 不 是 9 的 无 偏 估 计 , 就 是 看 已 (8) = 0 是 否 成 立 . 为 求 EO) REAR 0 
的 概率 密度 . 
8 的 分 布 函数 G(7) = РС max | X, < y] = Пр(Хр< y) = F'(y) th ғу хі 
тан). 
9 的 概率 密度 g(y)= Cly) = nF2 OS). 
0, x < 0; 
X~ F(x)= 1А =S, O=<x<8; 
х» 8. 
ү? R= 12у ‚ 
д-в(у)= |" < 6” ан 
其 他 . 


һ-1 
Е) - |` yg(y)dy = ЕСЕ 24у = 7 22506 
Ий Ô = max |X| 不 是 0 TESE. 


(3) #Ж д, = рк {Хх} = 25106. 
~ EC) = 51600) =6, 


ЯШЕ д 修正 为 = Ы max |, Е 9 ЕИН. 
8. 设 总 体 X иле Му). ARS пахо Ж (X. Xa, X ERĂ 
体 的 一 个 样本 , 试 决定 使? = ОЈ X| онан. 
分 析 “要 使 是 a 的 无 偏 估计 ,应 取 系数 上 满足 BC) = о, B EG) 
= 2ДЕ! - F| = 。, 其 困难 在 于 计算 E| x, - Х|. 


& ү, sXe X- HX t Xt Xat X + Xi i+ + X.) 


с Х;- М(и,о7),НЖҢН3/,іс1,2,5,п.); k Xi. Х.Х, НЕВА. ЊЕ 
独立 的 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 随 机 变量 . 所 以 Y, ~ N(E(Y,), D( Y,)), КЕНЕ 
求 出 E(Y,),D(Y,), 

又 如 果 Y; ~ N(0,D(Y;)), W 


_ ° 1 2, a yD 
РЛЕРІ NEAN Y)dy = 2 
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їл 
R 样本 取 自 正 态 总 体 No) ik Х ~N, T) 


$ Y= X -lay - PE Х,, 


E(Y,) = E(X; ~ D- E(X;)- Е(Х)= =н - u = 0. 


DO) = DO- D = CHok DR + > рО 


72 а? + 72 405-774 111-2462 
пу Хе М{о,®=Мз|,р=1,2,-‚п 
п 
+ 四 1 а” 
Е| ХА;-Х|«ЕІҮ; -2| ——- 条 (FJd 
| | | | б У /ж БСҮ). Y 


TOE Ў Е|Җ%-%| 5 2021, 
[20а = 


可 知 当 ka 2-1) Па, Жа 的 无 偏 估计 量 . 


小 结 :本 题 的 解法 是 属于 典型 性 的 解法 ,求解 中 关键 是 求 随机 变量 Y; = X, - X 的 分 布 ,这 
要 用 到 独立 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 随机 变量 ,在 求 其 均值 和 方差 时 应 注意 所 要 求 


的 条 件 . 


9. 设 总 体 X 服 从 正 态 分 布 N(p,0) ,参数 p, >0 都 未 知 (Xi, Xe 
总 体 的 样本 . 试 证 明 S= D) (X, - X, нан X = 


ӘЖЕ 


із 
4 22%. 


分 析 ЖЫН $ 是 о 的 相合 估计 量 , 即 证 明 对 任意 给 定 的 es > 0, ЖА lm P 


{| 8S2 -o| <e}=1. 
| ШАН 已 证 明 (52) = о, TA 5° ж a° 的 无 偏 估计 量 . 


шики (a — DS кіні) 
故 有 (2-29). -2(п- Da р( з?) = 2(®-1) 


Bp р($?) = 2% 


根据 契 比 雪夫 不 等 式 ,有 


2222 D(S2) 20 “aro 
P(|S а? selg 2 7 2 (a - 1) 


即 lim Р 132-021 >e} =0 8} limP{|S -a|<e}=1. 
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所 以 S? 是 2 是 相合 估计 量 ， 
10. 设 总 体 Х ~ М№р,02), ЖФ £ 为 已 知 常数 ,oa? > 0 为 未 知 参数 (Xis X2, X ) JE 3 
该 总 体 的 样本 L=- D (х,-Х) 和 器 = 二 D) (X-u) E o НЯ нЕ 
ізі! i=l 
它们 的 有 效 性 ， 
分 析 容易 验 证 5° 和 SRE oz 的 无 偏 估计 ,比较 它们 的 有 效 性 就 是 比较 它们 的 方差 大 


小 ， 


м E[l, Ж 6.1 E( S2) = a°. 
Е( 5) = + > E(X; - p} = У Р(Х) = о? 
故 5° 52 ЖД a? 的 无 偏 估 计量 .. 


Sa - р)? 
又 由 y? 分 布 定义 知 2- ~x’ ln), 
>%- х)? 
паа). rr 


g? 


所 以 D(S2) = 5 DÈ (x.- pe) = 9,21 -2 


хе =J 24 24 
к алкан | 0 22) 
故 有 ЖҮЗ РЧ 于 是 52 比 S2 538. 
ена кес. 欲 比 较 它们 的 有 效 性 要 用 [1] 定 义 7.3. [1] 


ТБ. 

п. 假定 到 某 地 旅游 的 一 个 游客 的 消费 额 ХАЕЛ N uo), E с= 500, и Ж. 
要 对 平均 消费 额 jy 的 进行 估计 ,使 这 个 估计 的 绾 对 误差 小 于 50 元 , 且 为 使 置信 和 度 不 小 于 
0.95, 问 至 少 需 要 随机 调查 多 少 个 游客 ? 

Яғ ”本题 是 求 样 本 容量 的 最 小 值 , 因 此 ,不 妨 设 (X1,X2,…,X,) 是 取 自 该 总 体 的 样本 ， 
样本 均值 为 了 , 且 知 р = 大, 依 题 意 , 即 可 由 PEX -pl <501> =0.95 去 求 最 小 样本 容量 n. 

Ж 设 ” 是 至 少 需要 随机 调查 的 游客 人 数 . 

要 РІ|Х-,|<50%>0.95, 

-u| _50 
ЖАР o/d n “i120 a 
Y 


因 为 у =" №0,1), 
o/d п 


由 Р нек <и|-1-а-0.95.Ңфа-0.05. 


4 > uk% = 1.96 
8 меен 
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п> (96) = (2296500). -384.16. 


就 是 说 随机 调查 游客 人 数 不 少 于 385 人 ,就 有 不 小 于 0.95 的 把 握 , 便 得 用 调查 所 得 的 x 
去 估计 平均 消费 额 的 真 值 六 时 ,其 绝对 误差 小 于 50 元 . 

0. 某 商 店 为 了 解 用 户 对 某 种 商品 的 需要 量 , 调 查 了 100 个 用 户 , 得 出 每 户 每 月 平均 需 
要 该 商品 10 公斤 . 根据 经 验 得 知 用 户 需求 量 方差 oj = 9 公斤 2. 如 果 这 个 商店 供应 一 万 户 ,就 
用 户 对 这 种 商品 的 平均 需求 量 и 进行 区 间 估 计 ,(1- a =0.99). 并 依 此 求 至 少 需 准备 多 少 公 
斤 此 种 商品 才能 以 0.99 的 概率 满足 用 户 需要 ? 

分 析 ”本 题 不 是 正 态 总 体 , 由 于 祥 本 容量 n= 100 X . 可 用 大 样本 方法 求 未 知 参数 的 
КЕТЕ. 即 由 独立 同 分 布 的 中 心 极 限定 理 得 知 ,总 体 近似 服从 N(E(X), D( X)), B ih £ f$ 
可 知 E(X) =p, D(X) =9. 再 用 松 轴 量 法 求 出 其 置信 区 间 Ç 

解 ” 设 对 该 商品 的 需求 量 为 了 ,由 于 n = 100 较 大 , 故 XX 近似 服从 正 态 分 布 NC,37). 


X- Х-и 
EERIE ~ N(0,1) 可 作为 枢 轴 变量 . 于 是 ,有 P| - us ша |= 1-а. 


可 得 и 的 置信 度 为 1 - a 的 置信 区 间 为 ; 
3 
[иат О]: 
E: = 10, е 的 0.99 的 置信 区 间 是 ; 
|10-2.5% 


X + ua 


3 
15,10+2.58 A = [9.226,10 774] 


由 题 意 可 知 一 万 户 对 该 种 商品 的 平均 需求 量 的 0.99 的 置信 区 间 是 : 
110000 x 9.226, 10000 x 10.774] = [92260,107740]. 
又 由 题 意 要 满足 ; 


1 = 
Ра < ugo} =0.99, 


可 得 , 的 0.99 MARERE- а, + %] 即 |10-2.3 S, + >J = 9.301, + о) 

可 知 对 一 万 户 最 少 需 要 准备 10000 x 9.301 = 93010 公斤 这 种 商品 ,才能 以 0.99 的 概率 满 
足 需要 . 

注 : 本 题 第 一 问 是 对 期 望 x 作 双 侧 区 间 估 计 ,而 第 二 问 是 对 £ Е ИА. 

13. R(X Xn ,Xs) 是 来 自 正 态 总 体 六 (wo 的 样本 ,其 中 参数 u 和 4 >0 未知 . W 
LE a 的 置信 和 度 为 1- a =0.95 的 置信 区 间 长 度 . R EC). 

я aX- Мон, в?) 


、 е об y(n- А 
选取 随机 变量 二 ttn 1) 为 枢 轴 变量 . 
给 定 置信 度 1 - gc =0.95 

в раа (а 0)} 1-а 


2 2 Y S y 8 
ан Х - (л -1)-®,Х + (а -1)-®], 
ғ 254а(п-1) 

-— 
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Ай (n -1) 412 (n - 1) 2 2 | 
Ей) =—1——Е(5?) «————а* = iD „4х (1.8046) 1 9482. 


ШЕКА. ДЕЗІГІІЛІІ Oi p, ИРА H “Ж , ТАИ АО АЙ ТЕ 
题 后 的 括号 内 ) 

(1) ЖОЛ,,Х,, XA VERA BE 和 (0,0 ) 的 样本 ,可 以 作为 o 的 无 偏 估计 量 的 统计 量 
是 Жо) 

WD BD (о DEO 

分 析 : 本 题 考查 未 知 参 数 无 偏 估 计 的 概念 . 

ш (2270) = Ук) = EXD) + P (2)] = 

E WACA) 

(2) 设 总 体 X АЕ N u,a), IEH p,o?>0 均 未 知 . 若 样本 容量 n 和 样本 值 不 
变 . 则 总 体 均 值 yc ОЖНО ЕЛЕ ЖИЕ 1 - a 的 关系 是 

(А) 41-а ММ, МЖ; 

(В) 41-а 缩小 时 ,上 缩短 ，; 

(С) 当 1-a 缩小 时 ,不 变 ; 

(D) 以 上 三 个 选项 都 不 对 . 

| 答 :( ) 

分 析 MEGHE, 未 知 时 ,ye 的 1 - a 的 置信 区 间 为 [ 息 - t(n- SNMR ,下 + 二 (na 
- 1DSAVR], 其 区 间 长 度 工 = 2 二 (a -1)SAfn, n 和 样本 人 一 定时 ,由 于 1- a 缩小 ,1 (n - 
1) 变 小 , 故 上 缩短 ， 

答 应 选 (B) 

15. 填空 是 | 

(1) RS X АЕ Ж N po) u RM, OBA. 为 使 总 体 均 值 wx 的 置信 和 度 为 
1- а 的 慎 信 区 间 长 度 不 大 于 了 ,出 样本 容量 л 至 少 应 取 | 

分 析 正 态 总 体 ,已 知 方差 ,均值 y 的 1 -a 的 置信 区 间 是 [ X - ш .X + us 

дЕ 
要 区 间 长 度 2ш4 2. И naz P 
40° (ua ) 
答 W J 
(2) ([1].7.21)B Ж X ~ Мр, сг), ЧЕЖЕ 上 > 了 时 ,样本 标准 差 


s= TODO- 了 ?近似 服从 М о, =) A Minas o 的 置信 度 为 1- a 的 置信 区 和 
是 


ИБР 


分 析 ”由 已 知 条 件 , 当 пә50Н{,Е(5) о, TA S Ea 的 无 偏 估计 ,随机 变量 -3=2 9 


gq/ 2п 
МСО, ТЕНК ЯЕ Е, Е 1- o ,要 使 
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ДЕНТ 


<и4(-іІ-а, 
0/У 2n | ü 


Š S 
4 о =й ү 
ОПТУ й [сше 1 | 
2V 2n 
_— Š 3 
ғ МЖ ке ты l |. 
ЕБ. l~ ue 
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五 .习题 与 答案 


м ЖШ 
1. 单项 选择 题 ， 
(1) ЕЖ ХХ ВАЕ Мр, о?) а> ОЕ, и RA. 如 果 样 本 容量 п 和 置信 度 I 
-a 都 不 变 , 则 对 于 不 同 的 样本 观测 值 ,总 体 均 值 px 的 置信 区 间 的 长 度 : 
(А) ЖҚ; (в) 变 短 ; (C) Ж; (D) 不 能 确定 ， 
ян) 


(2) (XI. X... X URIR ДЖ N(u ,co2) 的 一 个 样本 ,要 使 ЭЛЕ -p| Жо 
каан K 等 于 


l 1 
(А) 一 52 (B) —T 2: (© етеу 1)? (р) 一 
ж. ) 
2. 填空 题 


(1) АЖ X BAES AM Nl ua’), (Хх, Х, 7, Х,а ЖЮН, а, 5 为 常数 , 且 
0< a< „йилы | > у сайр АЕТ 

(2) Ж ЕЛЕЕ АЯ Nuo) uso >0 RRA .(хү,х;, с х) ЖАНАМА 
本 ,计算 得 = 8.7， > = 25.05, Мо 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 是 


(3) (XI, X... X. ) 是 取 自 正 态 总 体 和 (0, 中 7) 的 一 个 样本 ,其 中 o>0 未 知 . 要 使 估计 
Ж 22 = 25) ВНЕ, k= 


3. ЖІК x #[o, 8(8>09ЖЯУ) ERAS AA ‚3% S IK EIR24 Л Ж, ЙИНЕ Ж 
值 为 ;(1.9,0,5,1.7,2,2,0.3,1,1), 分 别 用 和 矩 知 计 法 和 最 大 似 然 估 计 法 求 总 体 均 值 Е(Х) 77 
ж D{ 久 ) 的 估计 值 ， | 

4. 设 总 体 ХАҖ Ж ЕЖЕ. 


9 
Р pafa x >0 其 中 参数 9 >0 未知 ; 


0, х=0. 
(soron xn) 为 取 自 该 总 体 的 样本 值 . 试 求 参数 8 的 最 大 似 然 估 计 . 
5. 设 总 体 三 服从 正 态 分 布 W(u ,co2) ,参数 и Mo >0 未 知 ,(x1,x2,…,x,) 是 取 自 该 总 体 
的 样本 值 . 试 求 标准 差 o 和 二 阶 原点 矩 刀 (82) 的 最 大 似 然 估计 . 
6. 设 总 体 的 概率 密度 为 ; 
o EDE 0<х<2, (B> -1); 
0, 其 它 . 
一 148 — 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. сот, сп 


(хы ›х„) 12 ИКИ — kE , 求 未 知 参 数 B 的 最 大 似 然 估 计 . 
7. 设 总 体 蕊 的 概率 密度 为 ， 


x-8 
f(x;01,0,) Газ x>, (0,>0,- œ < < + % ЖУ); 
х;91,99) 


0, x<0,. 
(x1,x2，,"…,%,) 是 该 总 体 的 样本 值 , 求 未 知 参数 0, 和 0, 的 矩 估计 . 
8. 我 中 装 有 黑 、 日 二 种 颜色 而 大 小 .形状 相同 的 球 . 每 次 从 中 任 取 一 球 ,确定 黑白 颜色 
后 再 放 回 , 连 取 100 次 . 发 现 其 中 9 次 取 的 是 黑色 球 ,91 次 取 的 是 白色 球 . ARR PRR h 
比例 p 和 黑 球 与 白 球 之 比 R 的 最 大 似 然 估计 . 
9. 总 体 的 概率 密度 为 : 


b, Са<а<а++, (Ф>0); 


00 其它， 参数 a,b 都 未 知 . 
(хх "ЛЕН ИЯ ЖИН, АЖЖ ec, ВКТ. 


10. ӘЖЕ Ж(Х), Хе. AERE ESAE N(n,a2), (o >0). 求 常数 不 使 
2 15а сх жона. 

п. ЖЕЙ X 03818, 和 方差 o > 0 REE, X Xss Xid) У(Х, Хо", Xn) 
是 取 自 该 总 体 的 两 个 独立 样本 ， 试 求 常数 下 使 92 = PK - 102 + Di - Х;)?] E 


f(x;a,8)= 


cz 的 无 偏 估计 . 其 中 Х, = ІУ 2 LY Xa. 


12. B(X Xe рмен -项 分 布 BCN, Pp) 总 体 的 样本 . 参数 N( > 1) 已 知 ,p(0< 
p <1) 未知 . 试 求 p 的 无 偏 居 计量 . 


13. 设 总 体 开 的 概率 密度 为 Flxz) = 6 463. х>00>0); 


x <0, 
(Х,,Х,, ЖНЖ МНЕ Ж, ee X 是 参数 8 的 无 偏 和 相合 估计 量 . 

14. 从 一 批 炮弹 中 随机 地 抽取 9 发 作 炮 口 速 度 试验 ,得 样本 方差 5°-11(Ж/%)?. 假设 
炮 口 速度 服从 正 态 分 布 N(p,o). 试 求 炮 口 速度 的 标准 差 c 和 方差 oz 的 置信 和 度 为 0.90 的 置 
KH. 

15. 已 知 某 地 区 每 月 每 户 收入 的 分 布 为 正 态 分 布 . 标准 差 с = 100( 元 ). 今 要 对 该 地 区 
每 户 的 平均 收 人 进行 估计 . 为 了 能 以 0.95 的 概率 确信 这 种 估计 误差 会 小 于 20( 元 ), 则 所 需 样 
本 容量 n 应 为 多 大 ? 

16. 从 一 大 批 产品 中 抽取 样本 容量 为 100 的 样本 ,经 检验 发 现 有 16 个 次 品 , 试 求 这 种 产 
да {К ин 3 р 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 ， 

17. 为 了 比较 两 批 杂 泡 寿 命 ,从 标 有 商标 А 的 一 批 灯 炮 中 任 取 150 只 灯泡 ,测量 得 知 其 
样本 平均 值 = 1400 h, EERE s = 120 h. 从 标 有 商标 В 的 一 批 灯泡 中 任 取 100 只 灯泡 ， 
测量 得 知 其 样本 均值 y = 1200 h, 样 本 标准 差 * = 80 bh. КЕНЕЛЕР на р Й). 
0.99 的 置信 和 限 ( 设 灯泡 寿命 均 服 从 正 态 分 布 ). 
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18. 甲乙 两 位 化 验 员 ШМПЯУВИ ЖОЙЫ Ж ЯН ЫЛ НЕТ 10 次 
ШЕҢ РЕА ЕЖ 51- 0.5419, # з2 = 0.6065. 甲 和 乙 测 量 数 据 的 总 体 服 从 正 
SRE N pDA N uai) 未知, 求 方差 比 01/05 的 置信 和 度 为 0.90 ЮВА. 


答案 与 提示 
1. (1) 提示 : 正 态 总 体 NA ,c ),o>0 为 已 知 时 Ap 的 置信 度 为 1- a 的 置信 区 间 长 度 是 : 
L=2us = 二 与 样本 值 无 关 . 


Ta 
答 :应 选 C 
(2) 提示 ;… ЭЭ Е|(‹Х;- н) 关键 是 求 E|(X;- р) | , 易 知 X, - # = Y, RA ESSN 
(0,02), Я 
| АРЕ ИИ ЭН E. 
Е\%-н| = Е|Ү,| =2 | ANa, 20 ays 24. 
答 : 应 选 BR 


(2.1) 2 
2. (1) ЖМ а b ну 
(2) 管 :应 填 (0.7659,3.5537) 


(3) 提示 : ED X2) = KD) EOP) = ЕР [D(X) + Е(Х)1= ВУ) P= а? = a? 
答 : 应 填 1. 


3. м EAH: ECY) = x -1.28, D(X) = М, =0.5014, 
29 的 最 大 似 然 估计 值 8 = max Íz; | =2.2. 


ы 10 етте ү. 220. 
HEX) = =1.1 8 ЕСОЮЯХАЧИЭМАЙ, XDA) = 1 = 55 = 0.403 是 D( X) BJ It X f 
然 估计 


А 
5. 提示 ;go У al. E(X) = о2+ p.. H с? ЖП ШЕМЕН, Е(Х2) 


^ 1 = Ж 2 
管 :0 = Ук - 1 =/М; E(X2)=M;-+(X) 


6, Ж;В-- 3n | _ 1. ' 


7. 提示 :(1) BF (х;0,,9,) ЕҢ х>0, НАЗЕ ОА, Ж ЕСХН ЕЕН F FR w 


E. 0, , Вр ко) = |7 е h de= + .…( 甲 ) 
(2) 由 于 是 求 二 个 未 知 参数 的 矩 估计 , 故 应 再 建立 一 个 方程 . 
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Е(Х?)= | Ce" dx=(0 +0,2+0 (Z) 


m [6-00 -/0009, х. D(X)= 2; 

ТЫР A _ 
0 = Е(Х?) – E2(X)=D(X), E(X)=X. 

Fibs VM = | EDA- Х)? Ж 0, ИЙЫН. 


=Х-/ М, 是 91 ЖА. 
8. 提示 :本 题 难点 是 没有 给 出 总 体 的 分 布 和 样本 ， 
由 题 意 可 知 总 体 X 服 从 参数 为 的 0-1 分 布 , 样 品 
ІШ i KRPE 
Xi = 


і-1,2-:,100 
2 30, КЕЗІН 
已 知 样本 值 (xi,xz,…，xio) 其 中 有 9 个 xi 等 于 1, 有 91 个 等 于 0. 
所 以 该 问题 是 求 参数 为 p 的 0- 1 分布 总 体 的 参数 р 的 最 大 似 然 佑 计 . 


又 可 利用 关系 R= 了- 求 其 最 大 似 然 估计 . 


管 :5 =0.09 È p 的 最 大 似 然 估计 值 , 衣 = 0.9 =. 


ҮЗ | 1 x 
9. Wb = Sç 其 中 Š, = 1X0 - xy, 


а-%-У38,. 
10. 提示 ;独立 正 态 随机 变量 之 差 仍 服从 正 态 分 布 . Х;,1- X, = М(0,242). 


2 


Гг” ИЛЕС МР. 
ХЖ X~ М(0,6 ), 则 Е(Х)=2|, Бе drs Žo 


' 2 
所 以 E| X-X; -У2/%-25. 
答 : 当 上 = Ал ІҢ, онан. 


] 
H. 管 :k= m+ n-2 


12. Жл: SORAS E p 的 平方 的 无 偏 估 计量 ,因此 首先 应 考虑 含有 р ИЕ: 
Е(Х?) = Р(Х) +ТЕ(Х)Р, ЮТ E(X)= №, D( X) = Np(l-p), 故 Е(Х2) = No(1 - p) 
+(Np)2= Np + N(N 1)р?, Чу E(X - X) = Е(Х) - Е(Х) = М(М-1)р? 


由 上 式 可 启发 选取 估计 量 到 = > (X2- X.)/nN(N - DE E(W) = p. 


W. W= >; (7- X,)/nN( М -1)Ж р? 的 无 篇 估计 量 . 


13. Е(Х)= Ө, Е(ХУ-Е(Х)-Ф,ИХИФОШЖАМЕНЕ. 
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X р(х) = 0.009) = 爷 , 由 契 比 雪夫 不 等 式 ,可 证 出 X EO 的 相合 估计 
14, :02 的 0.90 的 置信 区 间 是 [5.675,32.199] 
в 的 0.90 的 置信 区 间 是 [2.382,5.674] 

15. 答 :n =97 

16. 提示 :该 总 体 不 是 正 态 总 体 ,由 于 样本 容量 л = 100 很 大 ,可 用 大 样本 方法 , 求 参数 p 
的 区 间 佑 计 , 儿 ([1]P176) 

答 :[0.101,0.244] | 

17. 答 : 置 信 下 限 А=167.4Һ. НЕРВ В = 232.6 һ 

18. [0.2810,2.8413] 
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第 八 章 ”假设 检验 


一 .基本 要 求 


Q) 理解 假设 检验 的 基本 思想 ,知道 很 设 检验 可 能 产生 的 两 类 错误 ,掌握 假设 检验 的 基本 
ЭЖ. 

@ Ж{#—1-1ЕЖ5 L K3948 Н+ ЕЛ ESAKA уз РИНЕ ЗК. 

O 掌握 关于 总 体 分 布 的 假设 检验 方法 一 一 X? 检验 法 ， 


二 .内 容 提要 


1. 假设 检验 的 基本 思想 和 基本 概念 

© 假设 检验 问题 ， 

假设 检验 又 称 统计 假设 检验 .“ 假 设 ” 是 指 根据 经 验 及 知识 或 者 问题 的 目的 和 要 求 ,提出 
有 关 总 体 分 布 的 一 个 命题 ,“ 假 设 ” 是否 正确 ,需要 判断 . 利用 从 该 总 体 中 抽取 的 样本 ,用 数理 
统计 的 方法 判断 假设 是 否 正 确 , 称 为 检验 ， 

在 数理 统计 中 ,把 需要 检验 的 假设 称 为 零 假 设 或 原 假设 , 记 和 作 Ho : …. 与 原 假设 对 立 的 假 
设 , 称 为 对 立 假设 或 备 择 假设 , 记 作 H : …, 在 [1] 中 ,约定 备 择 假设 是 零 假 设 对 立 面 的 全 体 . 
HEURE HIRR Но: +. ДЖ 印 可 以 用 有 限 个 实 参数 来 描述 , 则 称 为 参数 假设 ,否则 称 为 
非 参数 假设 .如 果 H (K н) 只 包含 一 个 分 布 , 则 称 Ho( 或 HB.) 为 简单 假设 ,否则 是 复合 假设 ， 

怎样 根据 样本 值 对 原 假设 Но 进行 检验 呢 ? 这 要 有 一 个 检验 法 ,所谓 检 验 法 就 是 对 所 有 可 
能 的 样本 值 (xi ,x;,…, x,)(n 固定 ) 组 成 的 集合 S 的 一 个 划分 :8 = S, U S,,S, 0 S; = $, 当 
ВБА (х, х, ,x,) Є S1 时 ， 拒绝 Ho, Ñ lxi ta’ ``, Xa де 5, 8, 接受 Ho. 称 51 为 该 检验 的 
拒绝 域 或 否定 域 . S, 称 为 接受 域 .每 一 个 检验 法 对 应 一 个 拒绝 域 .反之 , 任 给 定 5 的 一 个 子 集 
WW, 则 存在 唯一 的 检验 法 以 它 为 拒绝 域 .所 以 , 常 把 检验 法 与 拒绝 城 等 同 起 来 . 

O 假设 检验 的 基本 思想 是 ;具有 概率 性 质 的 反 证 法 .可 见 [1j,P183. 


2. 假设 检验 的 一 般 步 又 

(© 根据 实际 情况 提出 检验 假设 H, 和 备 择 假设 H. 

O 选择 检验 统计 量 ZX, Xe XX,), 并 在 fo 成立 的 条 件 下 已 知 Z 的 分 布 . 

@ 对 于 给 定 的 显著 水 平 a(0 < a < 1), 根 据 检验 统计 量 的 分 布 , 查 出 检验 到 ,的 临界 值 ,从 
而 推出 H 的 拒绝 域 Wo. 

O 根据 样本 值 作出 判断 : 当 样 本 值 属 于 Но 的 拒绝 域 Wo 时 , 则 拒绝 Н. АВЖЕЖ Т H, 
的 接受 域 W. = ғбом,Ш H, HR. 


з. 检验 的 风险 一 一 两 类 错误 
当 Ho 为 真 时 ,检验 作出 拒绝 Ho 的 推断 , 称 为 犯 第 一 类 错误 或 称 以 真 为 假 错误 ; 当 H, 不 真 
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时 ,检验 作出 接受 Но 的 推断 , 称 为 犯 第 二 类 错误 或 称 犯 以 很 为 真 错 误 ， 

由 于 a = Pi 小 概率 事件 发 生 | fio 成立， 

= Pl 拒绝 Ho | Ho ЁЎ: 

故 犯 第 一 类 错误 的 概率 是 a. 

由 于 = Pi 接受 НІ Н ЖАЗ | 
故 犯 第 二 类 错误 的 概率 是 8. 

两 类 错误 都 会 给 工作 带 来 损失 ,人 们 自然 希望 Q 和 6 都 越 小 越 好 .可 以 证 明 ; 在 样本 容量 mn 
和 样本 值 确定 的 条 件 下 , 当 a 减 小 时 ,8 一 般 会 增 大 ,反之 亦 然 ,在 一 般 情 况 下 ,主要 控制 C.E 
设 检验 问题 常 是 给 定 显著 水 平 c , 当 a 较 小 时 ,在 加 成 立 的 条 件 下 拒绝 НЕЕ, ЕЗІ T R 
Ho 的 作用 .a 一 般 取 0.01,0.025,0.05,0. 10 等 .在 实际 工作 中 ,a 的 大 小 ,要 由 各 方 协商 确定 ， 

需要 指出 ;a 和 8 不 是 对 立 事件 的 概率 ,是 两 个 不 同 条 件 下 不 同事 件 的 条 件 概 率 . 


4. 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 问题 
现 将 常用 的 一 些 检验 法 列 成 表 1 和 表 2. 


& (CX... X) 是 取 自 总 体 N(p,07) 的 样本 .元 = Tx, s = 一 了 (xX - 
ху 
表 2 (ХХ, ХУА ИЕ Мито REE., S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 


(Уз, ее, Ya) 是 取 自 总 体 (ио, о) 的 样本 ,了 与 3 分 别 是 样本 均值 与 样本 方差 .并 且 
两 个 样本 是 相互 独立 的 ， 


(т - 1087 + (no 一 1) 52 
кыш S= j күт -2 


表单 个 正 态 总 体 参 数 的 各 种 检验 法 


< 1-а(һ- 1) 或 


2 
G= DS. Alan) 
0 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 мим. Ё і пергі пі. сот, cn 


аннан, 检验 统计 量 及 其 分 布 
КЕ 


u BA 
ед o EH 


о? < 05 а? > оў 
ноя 
2 


Ü z 
>Хч- н) 


2 


< Xi- (n) 


БІЛЕ БЕЛЕКЕЛЕЕКТІПТІС ЖЕН 


ЕСЕЙ» 


AI И ГЕР 1 一 ПЕРИ ЕТИ 
ip Му x= 


# = #2 # 天 {0 


Жа F, Ha Е 


2 


ч > Fa(m - in2 - 1) 
2 


ve 


_ ы Ғің-1,т-1) 
— < Fi-a(ni -1,лҙ- 1) 
2 „. 


EE KEE 


52/55 > Е. (т - 1,л – 1) 


4/4 < (mn = 1,п›—1) 


F >» Fe (ni, na) 或 
F < Fi-s(ni na) 


Ў - aym - н/п 
сї (EM pj F = ~ F(ni,n;) 


六 -om Y, ~ pm) nm 


A, 
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FE 
检验 统计 量 及 其 分 布 Жа F,H 的 拒绝 域 


F > h(n,nm) 
Ғ < Ғы (ni, n) 


4. ЖЖ ү-- Ж (96) 见 [1]P105. 
三 、 典 型 例题 

1. 选择 题 ( 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ,只 有 一 lb 把 所 选项 前 的 字母 填 在 

后 的 括号 内 ). 

(1) 在 对 总 体 参数 的 假设 检验 中 , 若 给 定 显著 性 水 平 为 wx(0 < a < 1), 则 犯 第 一 类 错误 的 
概率 是 

(А1-а: (а; (С) 55 (D) 不 能 确定 . ECO ) 

Б MÈB. 


(2) EADIE X ~ N(y,o7), 对 数学 期 望 jy 进行 很 设 检验 .如 果 在 显著 水 平 a = 0.05 F 
受 了 fo : # = po, 那 么 在 显著 水 平 a = 0.01 Т. | 
(А) 必 接 受 Ho; (В) 可 能 接受 也 可 能 拒绝 Ho; 


(С) 必 拒 绝 Ho; (р) 不 接收 也 不 拒绝 Н.Ж C) 
分 析 3 2 E MI a = 0.05 Е, Hy: us но, НЕШ 20 的 值 落 在 接收 
| x до | 0.5 

B gu’ A. 
е [3-pol | X - go! 
wg> в | Z «різ < e]. 


故 在 а = 0.01 下 ,样本 值 定 落 入 Ho 的 接受 域 ,所 以 接受 Ho. 

Жо 未知 ,也 可 仿 上 进行 讨论 ,得 到 同样 的 结论 ， 

E ”应 选 A. | 

2. 一 个 矩形 的 宽 与 长 之 比 为 0.618 会 给 人 们 一 个 美好 的 感觉 , 某 厂 生 产 的 和 矩形 工艺 品 ， 
其 框架 的 宽 与 长 之 比 关 服从 正 态 分 布 N(y,o?) u > 0 均 未 知 . 现 随机 抽取 20 个 产品 测量 


ЖН (х.х, х), 经 计算 得 >) = 13.466, > = 9.267, 能 否认 为 X 的 均值 为 
0.618%(а = 0.05). | 

Я (1) 提出 假设 Н: н = ро = 0.618, H: и 5 0.618. 

(2) 选取 检验 统计 量 T = X- _ t(n - 1). 


$/ Vn 
(3) 对 给 定 的 a. 
| Жы Іі | = 
Ho 的 拒绝 域 为 : “ел ° 4 ( 1). 
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(4) ERHI ta (n — 1) = ioost19) = 2.093 


~ 1 
x = 204% = 0.673, 
2 Ww 2 оү 1 2 
5? = — 2,9 – m ) = 199-267 – 20 х 0.673?) = 0.011, 
S = 0.105, 


放 | |= | 0.673 - 0.618 | _ 0.055 _„ 
0. 105/ / 20 0.023 
根据 样本 值 计 算 的 结果 有 | To 1 = 2.391 > 2.093 = to,05(19). 
于 是 在 显著 水 平 a = 0.05 下 拒绝 Ho, iÀ 28 u = 0.618. 
注意 ;本 题 条 件 中 没有 给 出 各 个 样品 值 ,在 计算 样本 方差 时 ,要 用 到 一 个 恒等式 


909 = —L (210 - т) 该 式 应 当 热 记 ,以 后 会 经 常用 到 . 


з, 设 某 种 型 号 玻璃 纸 的 横向 延伸 率 (% ) 不 服从 正 态 分 布 N(u,o2) ‚н, о? > 0 均 未 知 . 按 
规定 天 的 均值 w 不 得 低 于 65, 否 则 就 是 不 合格 品 , 现 从 其 中 -- 批 产品 中 任 取 60 个 , 测 得 数据 如 
T: 


RARE) SE a 
频数 л, 


4 
БІН НИЖЕ а = 0.05 u ГУР 


本 题 所 给 条 件 是 样本 取信 э; 和 取 值 的 频数 aG = 1,2,…,). 容 易 证 明 :x = 2 упа, 


-Y фпс Ха, 


іх] 


М r aan. Ну: н < 65. 
ш 的 拒绝 域 为 ; 


T = < t (n - 1) = ~ (n - 1). 


MA 
(3) #3R 30.10059) = - (39) = – woo = – 1.65, 


1% 
= 24% = 52.53, 


a 
2 = 200 _ х }? = 25.82, 


” 


_ 52.53 - 65 1 90. 
ЖЕУІ 
(4) 根据 样本 值 计 算 的 结果 有 : 


To = 19.01 < -ton(9) = - 1.65 
所 以 拒绝 H. fE ЖК a = 0.05 下 ,认为 这 批 玻璃 纸 不 合格 ， 
4. 某 厂 生产 的 蓄电池 使 用 寿命 服从 正 态 分 布 N(p,J*) ,py,o” > 0 均 未知 . 该 产品 说 明 
书 上 汉 明 其 标准 差 不 超 过 0.9 年 . 现 随机 抽取 10 只 ,得 样本 标准 差 为 1.2 年 . 试 在 显著 水 乎 w = 
0.05 下 检验 厂 方 说 明 书 上 所 写 的 标准 差 是 否 可 售 ? 
一 1537 一 
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Ж (1) 提出 假设 А: в? < 02 = 0.92. H) : а? > 0.92, 
(2) н, 的 拒绝 域 是 сн КЕТТІ) 
(3) ЕЖ Xi (9) = 16.919. 

2 (0-0,2 

计算 Хо = 0.92 = 16. 


(4) 根据 样本 值 计算 结果 y2 = 16 > 2,09) = 16.919, 所 以 H, 相 容 ,在 显著 水 平 = 
0.05 下 ,认为 厂 方 说 明 书写 的 标准 差 是 可 信 的 . 

5. 某 工厂 用 柱 塞 式 填 装机 将 胶水 装 和 人 容量 为 250 mL 的 瓶 内 ,每 瓶 内 胶水 量 是 随机 变量 
X. Biz X 服从 正 态 分 布 N(jp 了). 现 在 研制 一 种 新 的 填 装 机 器 其 装 速 比 原来 机 器 装束 明显 加 
快 . 现 从 用 新 机 器 所 装 的 胶 永 中 任 取 45 88, 测量 知 其 胺 水 量 为 (x1,x2,…,x4s), 经 计算 得 


> (x = z): = 794.75. 试 检验 用 新 机 器 投入 生产 ,标准 差 是 否 有 显著 减 小 x(w = 0.10). 
Е # (I 提出 假设 Ho : 0? > aà = 5, Н: а? < 5. 

(2) H pegy e ¿zi (na). 

(3) ARA уд (44) = 32.487. 


45 
(x; - &)? 
De 2309-80 з 9 
Xo = о? = 52 и 25 


(4) 根据 样本 值 计算 结果 yo = 31.79 < уо (44) = 32.487, 所 以 拒绝 Ho ТЕ ШЖ K E а 
= 0.10 下 ,认为 用 新 机 器 投入 生产 ,标准 差 有 显著 减 小 . 

6. 设 总 体 天 服从 正 态 分 布 Wip,o) uo? > ORRI. (X, Xa, Xa) 是 该 总 体 的 样 
本 .检验 Ho: y = po Hi: # з po 


>5- На 


50 _ 


(1) 当 Ho 成 立时 ,确定 常数 kiska tE TRAGHA k 的 上 分 布 ,并 加 以 证 明 ， 
(2) 写 出 此 假设 检验 的 一 般 检 验 步 又 (给 定 显著 水 平 a). 


分 析 : 由 于 7 的 分 子 变 形 是 五 的 函数 ,其 分 母 根 号 内 变形 二 LÈR- nP) = 1g g 
$2 的 函数 ,用 费 歇 定理 和 + 分 布 定义 ,容易 证 出 (1). 


解 (1)4Ну: u = po 成 立时 ,wu = 2-0 М(0,1), 


选取 统计 量 Т = к, 


s Уп 
由 费 歌 定理 可 知 
Do- ху 
у „= a= DS, 一 (na - D.B X 59 B. 
пи SWAY, 
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又 由 上 分 布 定义 ,知道 


可 以 知道 当 = 2 фра ас) ееп. 


(2) 提出 假设 Ho: u = ро, Hi : u > po. 
@ Ho 的 检验 统计 量 为 


245, - "ао 


— = ? (п-1). 
Өл = LSx- n FD JA 


9 给 定 显著 水 平 x Н, WERN 171> te(n = 1). 
DERM „(п - 1), 由 样本 值 计算 To. 

ЖЖ FEF ЖЇН fE H) ЖИ: | 

ШЖ | To l> ta(n -1), 则 拒绝 Но; 

ШЖ i To l< taln -1),MI Ho 相 容 . 


7. 某 公司 弗 销 空调 产品 ,四 月 份 在 3000 个 销售 对 象 中 ,有 40% 的 销售 对 象 提出 增加 空 
调 订货 计划 .到 了 六 月 份 ,这 一 比例 看 来 又 有 增加 迹象 . 为 此 营销 部 任 选 384 个 销售 对 象 作 调 - 
查 ,其 中 184 个 明确 提出 增加 订货 计划 , 间 空 调 订货 计划 有 无 显著 增加 4《a = 0.01)? 

分 析 

(1) 由 题 意 知 四 月 份 空调 增加 订货 计划 的 概率 为 po = 0.40. 问 六 月 份 增加 订货 计划 p 是 
FAW, BH р > po 是 否 成 立 .为 得 到 有 说 服 力 的 判断 ,可 提出 假设 Ну: p = ро. 

(2) 该 问题 是 非 正 态 总 体 .由 于 样本 容量 n = 384, 可 视 为 很 大 .可 用 大 样本 方法 解决 此 问 
题 ,由 德 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 定理 可 知 
Ша > 50 近似 地 有 : 


V = == 2o n М(0,1). 
м лра(1 ~ ро) 
Ж т = 184, п = 384, p, = 0.40. 
解 (1) 提出 假设 Ho: p = p = 0.4.Н,:р > po. 


mo _ 
зета?" ш 


可 知 Но 的 拒绝 域 为 一 一 
° Ja ш 


-- 159 一 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. Ё і пергі пі. сот, сп 


(3) 由 样本 值 计 算 Vo = = 3.17. 


ARA ugm = 2.39. 
(4) 根据 样本 值 计算 结果 uo = 3.17 > uoo = 2.39, 所 以 拭 绝 Н.Е ЖЖ a = 0.01 F 
认为 p > 0.4. 即 六 月 份 空调 订货 计划 比 四 月 份 有 明显 增加 ， 
8. ЖХ, Хх, Xs 是 来 自 总 体 X ~ N u, ERRER. H u KA, RRR Ho: и < 
uo Нут н > po 2 Ho RIERA X - po > 5. 试 确定 常数 C, 使 检验 的 显著 水 平 为 a = 0.05. 
М 因为 在 显著 水 平 a F,H 的 拒绝 域 为 
Х.- ш 


= gn 
> u BPX — uo > и, —. 
БИН жыйы” 
与 已 知 半 -po > C 比较 ,可 知 
4 4 
C = и, 5 = — = 1.65 x < = 1.32 
“уа °®/% 5 


所 以 当 С = 1.32 时 ,可 使 检验 的 显著 水 平 为 we = 0.05. 

9. 设 总 体 XR) IF YA N aP), Cas 2” 246) 是 该 总 体 的 一 “ЕЖА. 已 知 假设 
Ho : py = 0,H,: u ОЕ k 3 a KEARE | X I> 1.29,jErh X = АУ 是 样本 
均值 . 问 此 检验 的 显著 水 平 а 的 值 是 多 少 ? 犯 第 -- 类 错误 的 概率 又 是 多 少 ? 


分 析 нуту А—® мол) PAR aH PAL > ug) = < 


解 pl ol наа, 


2/4 
LEH P{i XI> 1.29} = P{21 X I> 2.58}= о, 
еш = 2.58. 


又 (2.58) = 1- 2 = 0.995, Ж о = 0.01. 


所 以 此 检验 的 显著 水 平 a = 0.01, 犯 第 一 类 错误 的 概率 也 是 0.01. 

10. 在 山南 山北 同时 种 下 同 -- 品 种 树苗 ,若干 天 后 ,分 别 抽取 两 个 独立 的 菌 高 样本 ;得 
数据 (单位 :cm) ШК: 

山南 苗 高 Х:68,80,67,72,74,69,80,75, 山北 苗 高 У:66,64,70,58,69,70,75,72. 

资料 表明 ,山南 山北 苗 高 车 , 了 都 服从 正 态 分 布 且 方差 相等 ,试问 是 否 可 以 认为 山南 苗 高 
显著 高 于 山北 苗 高 Ya = 0.05) | 

Ят 据 经 验 山 北 苗 高 大 于 山南 苗 高 实 属 少见 .为 立足 拒绝 加 ,可 作 如 下 假设 检验 . 

8 BX- No ,~ М(ши,,в?). 

ӨРЕСІ Ho: Al < нә Ну: AI > н. 

(2) 对 给 a = 0,05. 

= Y 


Е ee _— AA lC Y _ 
= = 


=Y 

Were ese: + 6 

m * V 8+8-24 8 t E: | 
миы S еа 
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可 知 Ho 的 拒绝 域 为 : T > (14). 
(3) 由 样本 值 计算 ， 


/ 62 Sš 7] 
Ta = (x – y)/ U = (73.125 - 68)/,/ 2.81 ZH = 1.981 


EK i0 0s(14) = 1.7613. 

(4) 因为 To = 1.981 > 1.7613 = 614), 
所 以 在 显著 水 平 a = 0.05 下 ,拒绝 二 ,认为 山南 苗 高 显著 高 十 山北 苗 高 . 

11. 某 -- 橡 胶 配 方 中 , 原 用 氧化 锌 5g, 现 减 为 1g, 分 别 对 两 种 配方 作对 比 坛 验 , 测 得 橡胶 
伸 长 率 (% ), 用 原配 方 是 xi ,x2,…, ЖИЕ уу,» уу. 并 计算 得 知 : 


Хуа = 204.60, 2541 - 6978.93; 

Кы 

22 ; = 370.8, > 15%. 17. 
假设 橡胶 伸 长 率 服从 正 态 分 布 ,在 显著 水 平 wx = 0.05 下 ,试问 两 种 配方 的 橡胶 伸 长 率 的 标准 
差 是 否 有 显著 差异 ? 


м 设 原配 方 橡胶 伸 长 率 了 ~ N uo ,新 配方 橡胶 伸 长 率 ~ М(у2,а3). 
由 题 意 知 要 检验 o 20 等 价 检验 от 203 
(1) 提出 假 没 Ho: al = 03. Н: ot = o5. 
2 
(2) 检验 统计 量 是 号 ~ Ffm -l,m - 1). 
2 
(3) Ho 的 拒绝 域 为 
51 57 
% < Fis (т _ l,n; 一 1) Жз > Fs(n, _ 1, п _ 1). 
(4) #3& Foaas(5,8) = ү СУУ = s = 0.15. 
Foms(5,8) = 4.82. 


0.415 _ 
Шы = 0 413 = 1.005, 


其 中 Sf = LD- СЫҢ = 0.415 


ізі 
S = al 9-5 У,» = 0.413. 
ial 
(5) 由 于 总 j = 1.005 «0.15891 = 1.005 > 4.82. 于 是 在 显著 水 平 a = 0.05 下 ,接受 


Ho :at = 4 E 

12. 为 了 减少 发 动机 装配 时 间 ,拟定 了 一 种 新 方案 .用 原 方 案 装配 需 时 间 X ~ N, 
of) ,用 新 方案 装配 需 时 间 V ~N(jx2,o3). 现 用 原 方案 装配 10 台 ,用 新 方案 装配 9 台 , 记 录 装 配 
时 间 分 别 为 Хү›%),'` аы Vi 725", у. 经 计算 得 到 ; 

Уз = 781, > (Ca - #2 = 212.96: Èy = = 662.67, Фуу — 7) = 210. 


іші 
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试问 新 方案 是 否 比 原 方案 装配 时 间 要 短 ?(c = 0.05). 

Эт ”该 题 是 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 假设 检验 .未 知 方差 01,02. RR от = o3. 这 个 每 件 
是 否 成 立 是 需要 检验 的 ,所 以 先 提出 在 显著 水 平 a = 0.01 下 检验 of 303. 

м (1) 先 提 出 假设 Hy : of = 63, 


Н! :of aš. 
2 

Ho 的 检验 统计 量 为 0 

Ни 的 拒绝 域 为 : 


2 


S ST 
52 < Fis(n -ln2~1) 或 52 > Ё%(пү-1,т®;- 1). 


Ре а 
Ео 00569,8) = 7.34. 


] < _ 
92-40% - #)2 % x 212.94 


1 9 - 1 = 0.901. 


< Ы 
кюю |= 
| 


2 
由 于 样本 值 计算 结果 过 = 0.901 4 0.149 = Fo (9,8). 


2 
н: = 0.901 z 7.34 = Бо«(9,8). 


所 以 在 显著 水 平 a = 0.05 下 ,接受 Ho, 认 为 of = оў. 
(2) ERI Ho: pi- u 0 H, : 4 一 Ha > 0: 


Ho 的 拒绝 域 为 了 = = т > Ь(лү+л›-2). 
“Мол оп) 


жж 40.5 (10 +9- 2) = 40.5017) = 1.73% 


用 样本 值 计算 。 = / (m ~ Dsi + (n - D А 


п + n> – 2 


= | 22:34+210 = 4.988. 


1 _ 1 
n 0x781 -g x66267 m1_n6 


4 THENE = 3.988 x 0.459 = 1:966, 
| 1079 


所 以 To = 1.966 > 1.7396 = іг 17). 


10 9 
Dla- + (nn y) 
17 


于 是 在 显著 水 平 a = 0.05 下 ,拒绝 所 .认为 и -m> О,Ё шщ > n УЗЕНЕН 
n. 


13. 某 人 用 手枪 对 100 个 靶 各 射击 10 Ж ЕЕЕ ЯП ЖА ТЖ: 
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试问 对 一 个 靶 射 击 10 ЖР ХЕЯННМА C I yfi (ЖЕШ ЖЖ а = 0.05). 
分 析 ”要 检验 对 ~ BIN, p 是 否 成 立 , 其 中 NN = 10 是 对 一 个 反射 击 次 数 .p(0 < p < 1) 
是 每 次 射击 中 人 靶 的 概率 ,p 未 知 ,要 求 用 最 大 似 然 估计 法 估计 p = ?已 知 条 件 n = КӨСЕ 
样本 容量 . | 
解 ”由 已 知 条 件 得 知 下 表示 对 一 个 靶 射 击 10 次 的 命中 数 . 
提出 假设 Ho: X ~ В(10,р). 


当 Ho 成 立时 ,用 最 大 似 然 估 计 法 估计 p 为 = 条 = 0.5( 参 见 第 七 章 的 典型 例题 第 2 题 ) 


检验 假设 : Ho: X ~ B(10,0.5), 
当 Ho 为 真 时 p(X = k) = G(0.5)F(0.5)9-k -0,1,2,%-,10. 
mimara D атта 
i i=1 пр; > Хат j 
其 中 m 为 划分 小 区 疝 的 个 数 ， 
计算 列表 如 下 ; 


在 表 中 已 将 пр, 的 值 不 超过 5 的 那些 小 区 间 与 邻近 的 小 区 间 合 并 ,合并 后 小 区 和 介 的 个 数 


m = 7. 


由 上 表 计 算得 x? = >; G > = 3.171 


1 


ER yl (7 - 1-1) = y2 (5) = 11.071 
iH + xó = 3.171 > 11.071 = у2 05(7) 
所 以 在 显著 水 平 = 0.05 F, Ho 相 容 , 认 为 对 服从 二 项 分 布 8(10,0.5). 
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四 .习题 与 答案 


7 

1. 台 肥 料 混 合 机 已 调整 到 50 Шаға 5 TRMA. 随机 抽查 了 шаі 
一 袋 的 肥料 ， хакаш, :kg) : 

9,10,11,12,11,9,11,12,9,10. 

阁 规定 显著 水 平 。 = 0.01, 问 该 台 机 器 生产 的 肥料 中 平均 硝 石 含量 是 否 等 于 10%? 假 定 确 
石 含量 服从 正 态 分 布 . | 

2 设 废水 中 某 种 有 毒物 质 的 含量 XX 服从 正 态 分布 N(j ,co”), 某 三 要 对 该 废水 进行 处 理 ， 
要 求 某 种 有 等 物 诸 的 浓度 不 超过 19(mg/L). 且 已 知 方差 o* = 8.5(mg/L)2. 抽样 检查 得 到 10 个 
数据 ,其 样本 值 之 和 为 171(mg/L). 问 在 显著 水 平 = 0.05 下 ,处 理 后 的 废水 是 否 合格 ? _ 

32 规定 某 种 溶液 中 含水 量 不 得 超过 0.5%. 由 它 的 10 个 样品 测定 值 计 算出 元 = 0. 
552% ,3 = 0.03%. 设 溶液 中 含水 量 服从 正 态 分 布 . 试 在 显著 水 平 a = 0.05 Т, 分 别 检验 : 

(1) 该 溶液 的 含水 量 是 否 合格 ? 

(2) 该 溶液 含水 量 的 标准 差 是 否 超过 0.04%? 

4. 某 学 生 参 加 体育 培训 结束 时 ,其 跳远 成 绩 近似 服从 正 态 分 布 . 鉴定 成 绩 是 均值 为 
576cm, 标 准 差 为 gem. 若 干 天 后 对 该 学 生 独 立 抽 测 10 次 ,得 跳远 成 绩 数据 (单位 :em). 

578,572,580,568,572,570,572,570,596,584. 问 该 学 生 跳 远 成 绩 水 平 与 稳定 性 是 否 与 鉴定 
成 绩 有 显著 差异 ?(@ = 0.05) 

5 БАЖ 六 服从 正 态 分 布 N(jp,Z2), (XX),X2,… ,Xis) 是 来 自 该 总 体 的 样本 ,天 = 
ҚОЖ 是 样本 均值 .检验 很 设 Mips 0， Н: н #0. 斌 证 下 述 二 个 Ho ШИЕ МЛГЕ 
的 显著 水 平 . 

(1)1.50 < 2X < 2.215. 

(2)2X <-1.96 或 2X > 1.96. | 

6. 某 厂 生产 轴 套 ,每 批 数量 很 大 ,出 三 标准 是 废品 率 不 得 超过 0.02. 现 从 一 批 中 随机 抽 
到 400 只 轴 套 ,测量 其 内 径 ,发 现 有 12 只 不 合格 , 问 是 否 应 让 这 批 产品 出 厂 ?( 给 定 a = 0.05) 

7. 为 了 比较 两 种 枪弹 的 速度 (单位 :mvs)， ЕНЕ КЕ ЕЕЕ 计算 得 
样本 均值 和 样本 标准 差 如 下 : 

RAF:n = 110, 样 本 均 信 + = 2805, 样 本 标准 差 s, = 120,41, 

枪弹 乙 :n = 100, 样本 均值 y = 2680 ,样本 标准 差 s} = 105. 

设 枪弹 速度 服从 正 态 分 布 .在 显著 水 平 a = 0.05 下 , 癌 甲 种 枪弹 的 速度 是 否 比 乙 种 枪弹 速度 
快 ? 

8. 检查 产品 质量 时 ,每 次 抽取 入 = 10 个 产品 来 检查 , 共 抽 取 л = 100 次 ,记录 次 品 数 如 

Р: 
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试问 次 品 数 AX ESRA AAM? (a = 0.1) | 
9. Ж EPQ Umi) a ИК ЛЕТ ЕН ЛЯ A |F] 85 6а, (£ ЖАИ ШИ Ж, E 
ZAER- HEATA. ERIR K 3k ЖЯ {ЕЖЕ ТАВ 200 回 , 其 结果 如 下 表 : 


试问 该 四 面体 是 种 色 称 ,人 a = 0.05) 


答案 与 提示 


1. 注意 单位 要 统 --- 
解 :方法 -Hoi н = po = 10%, 6: и з pn 计算 时 ,要 将 原样 本 值 换 算 成 百分率 ; 即 


方法 二 :向 :p= ua = 5(kg) Hi: u æ Lo 计算 时 ,可 用 原样 本 值 . 
判断 结果 是 :在 a = 0.01 下 拒绝 Ho. 
2. Ж.Н: p > = 19,Ну: н < 19. 
判断 结果 是 :在 a = 0.05 下 拒绝 Н, ЖЖЖИНИ ДОК Crit. 
3. (1) 解 :Ho: н < po = 0.5,Н,: p > 0.5. 
判断 结果 是 :在 a = 0.05 下 ,拒绝 Ho. 
(2080: с? < а? = 0.0016, H; : а? > а. 
判断 结果 是 :在 a = 0.05 F, Ho HE. 
4. 判断 结果 :在 a = 0.05 F, u уо 都 无 显著 差异 ， 
5. Ж. 
6. Ё лт:Н: р < ро = 0.02, Н: р > ро. 
… 产品 批量 大 ,无 放 回 抽取 近似 有 放 回 抽取 ,抽样 的 产品 中 不 合格 品 数 т ~ В(400, р), 
| т үш нд — np _ 
当 n 很 大 时 ,由 德 莫 佛 ORERE AE ДИН с с-з N(0,1). 可 推 知 Ho 的 拒 
___т-про 
绝 域 为 u = > üa 
答 :由 于 样本 值 计 算 шу = 1.429 < шо = 1.645, 故 在 a = 0.05 下 ,页 相 容 .认为 该 批 产 
品 可 出 三. 
7. 上 先 应 检验 照 种 枪弹 速度 的 方差 是 否 相等 ? 
管 ;判断 结论 :方差 相等 .两 总 体 在 方差 相等 条 件 下 表 检 验 假设 ;Ho :Ai < na Hi: > 
из, Ж! и.д) 分 别 是 甲乙 两 种 枪弹 速度 的 均值 ， 
判 浙 结论 :拒绝 Ho. 


8. 检验 假设 Ho: X ~ В(10,р), Ч Ho 为 真 时 ,p 的 最 大 似 然 估 计 p = V = 0.1， 
— 165 — 
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Нь: X ~ B(10,0.1). 


3. (r ¿ np ye 
由 于 y = 2) — = 0.145 < у2ь(2) = 4.605 所 ,以 在 a = 0.10 下 ,认为 总 体 邢 


~ B(10,0.1). 
9. 设 导 表示 首次 白色 面 朝 下 所 筑 要 抛掷 的 次 数 . 
香 四 面体 匀称 时 , 则 互 ~ Р(Х = k) =pl -p(k = 12,3,…), 其 中 pp 表示 任意 抛掷 


一 次 白色 面向 下 的 概率 . 即 p = T 
8 Ho 为 真 时 , РОХ = k) = HEHk = 1,2,…). 


5 Да 2 
由 于 x?= > Мт) = 18.21 > у2 (4) = 9.488, 所 以 拒绝 Ho, E a = 0.05 下 认为 
一 | 


四 面体 不 匀称 ， — 
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第 九 章 БАЗА 


一 ,基本 要 求 


Q 理解 回归 分 析 的 概念 ,掌握 一 元 线性 回归 方程 的 求法 . 
D 对 一 元 线性 回归 模型 ,掌握 线性 相关 显著 性 的 检验 法 . 
@ 掌握 利用 线性 回归 方程 进行 预测 的 方法 . 

O 了 解 一 些 可 线性 化 的 回归 问题 及 简单 的 多 元 线性 回归 . 


二 ,内容 提要 
回归 分 析 是 研究 变量 间 相 关 关 系 的 一 种 有 效 的 数理 统计 方法 . 


1. 一 元 线性 回归 

(1) 数学 模型 . 

如 果 随 机 变量 了 与 非 随机 变量 x 之 间 满足 如 下 关系 : 

Y = bo+ blixt+e E(e) = Q D(e) = а? > 0 
则 称 变量 了 与 x 满足 一 元 线性 回 扫 模型 , bo, b 和 o 为 未 知 参 数 . 

(2) 线性 回归 方程 ， 

假设 对 于 上 述 癌 妇 模 型 , 当 z 取 x,x,…,xs В, УЛЯНА А УУ ОН у, у", ул. 
即 一 组 数据 (x ,7 ) í = 1,2…,m ,满足 

y; = bo + bix; + е; Есе) = 0 i = 1,2,--*, в. 


: L = E 2 
Covl ei, е;) l: a I (ij -1,2,%:,п) 
则 未 知 参 数 如 ,5 МЕЛ ИЕН 2025: 
bo = f - Аё; 
Ds - s)(y = 7) 
I = 1 в . 
2 (x -žy 


其 中 7 = 1575, = ӨЗІ 分 别 是 bobi 的 一 致 最 小 方差 线性 无 偏 估计 .， 
总 变 差 平方 和 有 分 解 式 Sg = Sa + 8 加 ,其 中 ,3& = Уу 了)2 为 总 变 差 平方 和 ,5 上 = 


Хе 为 残 差 平方 和 (&i = у, ~ у; ЖАР, ЖИЕНИ). Sa = Уу: - 了 为 回归 平方 


ЖІ. 
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六 的 无 偏 估计 为 2 = 一 各 
(з) 线性 相关 关系 的 假设 检验 ， 
检验 的 假设 为 Ha : 2 - 0. 


在 进 -- 步 假定 eli = 1,2,…,n) 服从 正 态 分 布 的 条 件 下 ,有 两 种 检验 法 : 


Q: 检验 法 ,检验 的 统计 量 为 了 =, ‚ Ho 的 拒绝 域 为 上 了 1> ta (n ~ 2). 


К 
5а /(п-2) 
@ 检验 法 ,检验 的 统计 量 为 = ГЕНШЕ ЛЕДІ 
这 两 种 检验 法 实质 上 是 等 价 的 (其 证 明 参 见 本 章 “ 问 题 与 思考 ” 中 第 4 题 ). 


(4) 预测 与 控制 . 
(D 预测 .在 一 元 正 态 线性 同 归 模 型 下 ,x = xo 对 应 的 随机 变量 Y = ye 的 置信 水 半 为 1 ~ 


a 的 预测 区 间 为 (bo + bixo - 8,6 + Bixo + 8), 其 中 ,8 = taln - 242% | 


— 
Ji + 1 + — 为 该 区 间 的 半径 . 


四 控制 .在 一 元 正 态 线性 回归 模型 下 ,对 于 因 变 量 了 的 变化 范围 (yi,yz) ЖЕЛЕВ І a, 
对 应 x 的 控制 区 间 为 (xo ad) 当 样 本 容量 п 较 大 ,又 xo ,xt 接近 x Е], хо ‚ху 有 如 下 的 近似 


表达 式 : 
ае (зау 55) (h < ORES BURRS); 
a= Efn- bosu ы) (и < ONBAG КЕЗ). 


2. 多 元 线性 回归 简介 | 
如 果 随 机 变量 了 与 变量 y ,zj ，…,z 之 间 满 足 如 下 关系 ; 
Y = бк білі 55505, + ei 
Е(е)-0 D(e) = а? > O. | 
其 中 的 bobi, bp a 都 是 未 知 参数 则 我 们 称 了 与 x1,x2… 满足 多 元 线性 回归 模型 
通过 最 小 二 乘法 可 得 60,b1,…,b, 的 最 小 二 乘 估计 分 别 为 2 ,六 ,它们 均 是 相应 的 
线性 无 偏 估计 . 
£ = bo + уху + + ba, 称 为 线性 回归 方程 


与 一 元 线性 回归 一样 ,有 总 平方 和 的 分 解 公 式 Su = Sm + Sm. 一 是 a? АЛИЙ 
it. 
同样 有 线性 相关 关系 的 检验 ,检验 假设 Ho: = b = b, = 0. 在 正 态 线性 回归 模型 下 ， 
答 验 统计 量 为 = g I o MIERA P > К(руп-р-1). 
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三 .问题 与 思考 


1. 何 为 相关 关系 ? 试 举例 说 明 . 

Ж ”通常 ,变量 之 间 的 关系 可 以 划分 为 两 种 类 型 ;一 类 是 确定 关系 ,部 当 一 个 或 一 些 变量 
取 定 值 后 , 务 外 一 个 或 一 些 变 量 有 确定 值 与 之 对 应 ,这 种 关系 也 就 是 人 们 所 熟悉 的 函数 关系 ， 
力 一 类 便 是 相关 关系 , 它 具 有 和 非 确定 性, 即 当 一 个 或 一 些 变 量 取 定 以 后 ,由 于 试验 误差 等 各 种 
候 然 因素 的 影响 ,另外 一 个 变量 或 一 些 变量 不 能 以 确定 值 与 之 对 应 , 取 值 带 有 一 定 的 随机 性 ， 
但 它们 之 间 却 存在 着 某 种 联系 ,并非 毫 无 关系 .例如 ,人 的 身高 X 和 体重 了 之 间 并 不 存在 确定 
的 函数 关系 ,因为 身高 相同 的 人 ,体重 并 不 都 相同 ,然而 它们 之 间 并 不 是 毫 无 关系 的 ,身材 高 一 
些 的 人 ,一 般 身 体 要 重 一 些 .身高 与 体重 Y 之 间 便 是 一 种 相关 关系 . 

2. 对 线性 回归 模型 的 统计 分 析 主 要 要 解决 哪些 问题 ? 

答 ”对 线性 句 归 模型 的 统计 分 析 主 要 要 解决 的 问题 有 三 个 : 

(1) 对 未 知 参数 Ьо, bil. b, АО о 进行 估计 ,以 便 得 到 所 需 的 回归 方程 ,并 为 对 所 需要 
做 的 各 种 统计 分 析 镍 准备 ; 

(2) 对 有 关 未 知 参数 的 种 种 假设 进行 检验 , 特别 重要 前 是 ,对 回归 郴 数 线性 假设 的 检验 ， 

.以 及 回归 自 变量 x1 ,x2… ,x 作用 是 否 显 著 的 检验 ,以 便 在 使 用 回归 方程 时 ,能 获得 较 精确 和 

可 靠 的 效果 以 及 得 到 一 个 最 符合 实际 的 回归 方程 等 等 ， 

(3) 预测 和 控制 ,这 是 回归 分 析 重要 的 应 用 之 一 . 

3. Жа 次 观测 结果 (x у), (хоу) 7", (和 yyn) 画 在 坐标 系 中 , 散 点 图 若 呈 以 下 曲线 
形状 , 试 分 别 把 这 种 x 与 y 的 非 线性 相关 化 成 线性 关系 模型 . 


(1) кА = а 十 8 
y x 
(2)y = ае* 


(3)y = aet 
(4)y = a + Blnx 
(5)y = ах 


ж (1) 散 点 图 形 如 = a + Ë RAMIN, REG y = т = 十, 就 及 = a + fe 
И АЖ Ж (xi yi), (ао, ya) sC En Y.) 都 作 变换 y = ы = Ha = 1,2,---,л). 
(а ур), (а y). 0, ) 作 线 性 回归 得 &,8, 有 YY = < +Ë ,从 而 得 = 0 + 


= 


(2) 散 点 图 形 如 y = ае” 称 为 指数 型 ,只 要 令 yl = Ini yl, A=lnlai Ëy =+ À + 


(3) 散 点 图 形 如 y = ae 也 称 为 指数 型 ,只 要 令 Y = Ау А = оа = 1 

ЯН у, = + А + ху 

(4) 散 点 图 形 如 y = а + Blnx 称 为 对 数 型 ,只 要 令 x, = lnx ,就 有 y = а + (к 
| 一 169 一 
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(5) 散 点 图 形 如 y = ох Ж} ЯКА, Н Ж 4. y| =)n]yl,;x;=ln]zl, A =1ш}а!}, 
ЖН у = А + 2 

4. 对 一 元 线性 回归 模型 ,叙述 线性 相关 关系 的 上 - 检验 法 和 F -检验 法 ,并 证 明 这 两 种 
检验 法 是 等 价 的 ， 

Fo 设 一 元 线性 回归 模型 为 ; 

Y = bo+ бух + e; E(e) = 0. 

且 假 设 (x;,y.)(i = 1,2,…,n) 是 来 自 该 模型 的 一 组 数据 . 即 y; = bot bixi + eiee, 
en 独立 同 分 布 ,el ~ №(0,02). МЕН: b, = 0 称 为 线性 相关 关系 的 检验 .对 该 假设 ,有 两 种 检 


$ 
验 法 :Di 检验 法 .检验 用 的 统计 量 为 了 = пасо 的 拒绝 域 为 1 71> (1-2). 


ФЕ 检验 法 ,检验 的 统计 量 为 = ген F > F,(1,n -2), 可 证 ,这 两 
种 检验 法 是 等 价 的 ， 


首先 ,可 以 证 明 : 若 大 为 随机 变量 , 则 工 ~ (п) BRERA X ~ Ғ(І,п) EE E i 
Z ,四 为 两 个 相互 独立 的 簿 机 变量 ,Z ЛОО), Е ~ y’), WAX ~ (а) X БТ, 


= 20707 MAN хн ТЇ = ZC ЫЯ, ТЇ Е, п) ВА РОА) 
BE H X ~ F(I,n) 1А ~ Ка). | 
М, X ~ t(n -2), W P(i XI> шіп-2))- Р(Х? > Fll,n -2)) = a, 
所 以 із (п -2) = Е(1,п-2),Ш | X 1> ta(n -2)5 X2 > Е,(1,п - 2) 等 价 . 


对 于 4 检验 法 用 到 的 统计 量 7 = 772—5) 与 检验 法 用 到 的 统计 最 天 = 
сер 来 说 ,有 F = Ti 检验 法 得 出 的 拒绝 城 1 T I> (л - 2) 与 下 检验 法 得 出 的 
拒绝 域 F > F,(1,n - 2) 相同 ,因而 ,两 种 检验 法 是 等 价 的 . 

5 简 述 最 小 二 乘法 及 其 基本 思想 . 

答 ”以 一 元 线性 回归 模型 为 例 进行 介绍 . 

设 一 元 线性 回归 模型 为 ; 

Y = bo + bix + e Е(е) = 0, D(e) = а? > 0. 
Rhobi t х, ЕНЕНЕ Я, = bor дл = 1,2,…,n) SWRA yli = 1.2. n) 之 


间 的 偏差 平方 和 ( 称 为 残 差 平方 和 )@ = 2,09: - pi? = 21 AKERA ЭКИ bo, МЕН 
Бо, б, 的 方法 叫 最 小 二 乘法 ， 

由 于 п PRCA, yi), (аз уз) 7 Cans Yn) 来 自 一 元 线性 回 妇 模型 ,所 以 它们 应 当 桶 
集 在 回归 直线 ECY) = bo + buz 的 周围 .因此 ,作为 bo,b 的 “好 的 ”估计 bobi, BREA nT 
观测 值 最 “靠近 ”于 直线 Р = bo + 了 ,x. 将 这 种 想法 数量 化 就 是 最 小 二 乘法 . 

事实 上 ,对 平面 上 任 一 直线 y = a + br BR Iy- (a + М) | 的 大 小 就 是 点 (到 和) 到 
直线 y = a + bx 的 纵向 距离 的 大 小 ,由 于 绝对 值 不 便于 数学 上 处 理 , 改 用 [y; ~ (a + bzi) 了 来 
Жл (э, у) 到 直线 y = a + bx 的 远近 程度 .希望 选 配 一 条 直线, 即 选取 bob, ,使 函数 О(а, 

же Т! = 
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b) = Siy - (а + bu) Р Жа = bob = bi 时 达到 最 小 . 

6. 在 一 元 正 态 线性 回归 模型 下 ,假设 Ho: br = 0; Hi : bi z 0,24 Ho 被 接受 或 拒绝 时 各 
意味 着 什么 ? 

Ж 当面 :有 =0 被 接受 时 ,意味 着 了 的 取 值 倾向 不 随 x 的 值 按 一 元 线性 关系 变化 , 示 
时 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 之 一 : 

Q) 变量 了 与 x 之 间 没 有 显著 的 相关 关系 . 

@ 变量 了 与 x 之 间 相 关 关 系 是 非 线性 的 ， 

@ 有 其 他 变量 同 变量 x 一 起 对 了 有 显著 的 线性 影响 ， 但 因为 这 些 变量 与 x 之 间 的 交互 作 
用 的 结果 ,使 得 变量 x 对 Y 的 线性 相关 作用 减弱 . | 

34 Hi: b, =0 被 拒绝 时 ,认为 了 与 x 之 间 存 在 着 某 种 程度 的 相关 性 ,而 且 是 线性 相关 的 . 


四 .典型 例题 


1. 对 某 种 产品 进行 一 项 离 蚀 加 工 试验 ,得 到 腐蚀 时 间 x(s) 和 腐蚀 深度 y (um) ЖАЛТ 


表 : 

зю» x é s |% | é ж/ш 
6 | š | | i | n | 5 | 53 | 5 | э» | 
假设 y 与 x 之 间 符 合 一 元 线性 回归 模型 y = bo + Bix + e. 

(1) 试 建立 线性 回归 方程 ; 

(2) 在 显著 性 水 平 a = 0.01 下 ,检验 Н: b, = 0; 

(3) 当 xo = 75 s 时 , 求 腐蚀 深度 yo 的 置信 水 平 为 0.99 的 置信 区 间 ; 

(4) 给 定 1 - a = 0.%, 使 腐蚀 深度 在 10 ~ 20 um 之 间 , 应 腐蚀 多 长 时 间 ?; 


”' q ң ғ 


Уху; - Пу 
RO ob = ee s MSS- ILA 45 X 18.91 0,373, 
2,525 182 
Бо = > k. = 18.91 - 0.323 x 45 = 4.375, 
. 线性 回归 方程 为 y = 4.375 + 0.323x, 
(2)Ss = > -ğ = Уи ~ 11:92 = 5398 ~ 11 x 357.5881 = 1464. 531. 


$5 = >G, - 7) = н - 5) = аф, 11+?) 
= 0.322. (35875 сн х 205) - 1418.8744. 

Sa = Sa — Sm = 45.6565. 
检验 假设 Ну: Ьу = 0,Ну: bi = 0. 
Но 的 检验 统计 量 为 Е = 78-7 = (у 9), 

j Ho 的 临界 值 为 Р„(1,пһ — 2) = Foo(1,9) = 10.6, 由 前 面 已 计算 的 结果 知 F = 


= ү! — 
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— СЕТ) = 279.697 > 10.6 = Е,(1,п -2), 所 以 ,在 显著 水 平 = 0.01 下 ,拒绝 原 假 设 , 认 


为 站 关 0 即 了 对 x 的 线性 回归 显著 ， 


(3)8 = ta(n ~ 2). J ЕЛІН КЕНЕС; 


= 2,2498 х 2,2523 х 1.0755 - 7.87 
yo 的 1-a = 0.99 和 置信 水 平 的 置信 区 间 为 
(ba + б = bd) 
经 计算 得 区 间 为 (20.73 ,36.47) 
(4) 为 了 使 腐蚀 深度 在 一 定 范围 内 ,控制 腐蚀 时 间 的 范围 ,这 是 控制 问题 . 
控制 范围 为 (xz ,x0") ,其 中 : 


күн Оз m us \/ 58 5) = = 7255010 - 4.375 + 2.58 x 2.2523) = 31.36. 


fya po- les | 58, 5) = 6 55300 - 4.375 - 2.58 х 2.2523) = 34.43. 


故 腐蚀 时 间 应 控制 在 31.36 ~ 34.43(s) 27 [8]. 
2. 设 随机 变量 了 与 非 随 机 变量 x 满足 一 元 正 态 线性 回归 模型 Y = bo + Bix + e,e ~ 
№(0,22), 02 > 0 未 知 , 今 对 xz, 了 独立 观测 9 次 ,得 观测 结果 为 ， 


= | 4 m | в l| a 2 | s]a] e) 

ET 
(1) 求 了 对 x 的 回归 方程 ， | 
(2) Æ a = 0.01 下 ,检验 Ho: b, = 0. 
解 (1) 由 5,5 的 计算 公式 得 : 


9 


у; = 98 Ӯ 
$ = 24хо Жи _ 3535.84 


? 4060 
228 一 97? 
су ба = 67.51, 


故 所 求 的 回归 方程 为 了 = 67.51 + 0.872. 
(2) 先 计算 以 下 几 个 平方 和 : 


总 变 差 平方 和 58 = ZI(7 -7P = Dy? -97 


i=] 


= 0.87, 


= 76218.17 – 9 x 90.14? = 3091.194. 
9 
回归 平方 和 Sa = >05; - y)2 = 3073.014. 
ix] 


残 差 平方 和 Sa = Sg - Sa = 18.18. 
对 假设 所 : b, = 0, 可 有 两 种 检验 法 . 
法 一 ”用 不 检验 法 
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Ho 的 检验 统计 量 为 = = FUL n = y 


` Jen 
ж 


- 2 
Ho 的 临界 值 为 Е, (1,п - 2) = Еу (1,7) = 12.25, 


H; ЖЕЕ > F.(l,n - 2). 
计算 检验 统计 量 中 的 值 : 
S 


F = са = 1144.2 > 12.25 = Е,(1,п - 2), 
R 
n-2 
所 以 ,在 显著 水 平 a = 0.01 下 ,拒绝 所 :5 = 0,58, *0. 即 了 与 x 的 线性 回归 显著 . 
法 二 “用 + 检验 法 
ЖИЕ 


Hy 的 检验 统计 量 为 了 = iY S= _ (,-2), 


КУ” 
n < 2 
Ho 的 临界 值 为 t (n _ 2) = topi (9 - 2) = цюв(7) = 3.499, 
H 的 拒绝 域 为 1 了 1> ta(n -2), 
利用 前 面 已 计算 出 的 量 可 得 ， 
ç 
= Š (æ; - #) = 4060 
іші 
бү. = 0.87, 


Sa = 18.18. 
于 是 


б у 5, 


1% 
E 
ШЕВ ЖКЖ а = 0.01 下 ,拒绝 Ho: b, = 0, 认 为 8, 关 0, 即 了 对 x 的 线性 回归 显著 . 
本 题 中 ,上 检验 法 和 FF 检验 法 得 到 相同 的 结论 .这 两 种 方法 事实 上 是 一 致 的 . 


五 .习题 与 答案 


| T | = = 34.398 > 3.499 = ts (n – 2). 


27 И 

1. 设 随机 变量 了 与 非 随 机 变量 x 满足 一 元 线性 回归 模型 TFT = b+ х + е,Е(е) = 0, 
Dle) = с? > 0, 对 x 和 YY 独立 观测 6 次 ,得 到 以 下 数据 : 

o = | xw | w| w| w | w | w 

|; |» | ж | з | @ | @ | m | 

试 求 了 关于 x 的 线性 回归 方程 . 

2. 用 镁 人 台 金 天 光 探 伤 时 ,要 考虑 透 祝 电压 与 透视 厚度 ! 的 关系 ,做 了 5 次 独立 试验 , 结 
ЖШТ: 

— 173 = 
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ШЕНІ | + | w БЕГЕН БЕГЕН | * | 
ww | & | ж | s | es | mn | 

W V. = bo+ bil + eli = 1,2,…,5),e; 是 相互 独立 且 服 从 正 态 分 布 W(0,a2)(a: > 0, 未 
A) 的 随机 变量 , 试 求 了 关于 :! 的 线性 回归 方程 ,并 在 显著 性 水 平 = 0.05 F ,检验 线性 回归 模 
型 的 显著 性 . 


3. DH x fly 的 观察 数据 列 入 下 表 : 
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第 十 章 方差 分 析 


一 .基本 要 求 
O 了 解 单 因素 的 方差 分 析 . 
O 了 解 双 因 素 的 方差 分 析 、. 


二 内容 提要 


І. 单 因素 方差 分 析 
假设 对 试验 指标 有 影响 的 因素 只 有 一 个 , 记 为 因素 4 , 它 取 器 个 不 同 的 水 平 4 А3, 2, А, 
而 每 个 水 平 下 的 指标 可 看 作 一 个 总 体 ,这 p 个 总 体 都 服从 正 态 分 布 ,方差 相等 . 即 这 p 个 总 体 
HN pia )i = 1,2,…,p. 从 第 i 个 总 体 中 抽取 的 样本 为 (X, Xa. Xa ,于 是 有 
X; ~ М(щ,о%) i= 1⁄2, p.j = 1,2,0, 
检验 因素 4 对 试验 指标 作用 是 否 显著 , 即 检验 因素 4 的 各 个 水 平 下 的 总 体 均值 是 否 有 显 


著 差 异 . 原 假设 为 
Ho : pi = Ha = … = #p: 
对 该 很 设 ,检验 的 统计 重 为 ; 
(п ~ р) 83 
= (p - 1) 85° 
Í 其 中 S, = 5, = SD ғы. Уу. - 元 .六 为 组 于 均值 t; = 155 SAFS.. 
: А іші j=l 


1 < 
= T 2727 (tP п = m + mii mn) 之 差 的 平方 和 即 组 则 商 差 平方 和 . S, = 50 
а ЭУЕ РИИ +, ДЕИН а, LANPI ИШИ уа НЯ 


5. = бүре е - 2.) 是 所 有 观察 值 xy 与 总 平均 值 #. 之 差 的 平方 和 , 称 为 总 离 


EAA. 
当 原 假设 大 成 立时 , ~ F(p -l.n - p), 对 于 给 定 的 显著 水 平 a, 当 下 > 下 TA 1, 
- р) 时 拒绝 Но, ААВАА ty Жаа, Вр 加, 的 拒绝 域 为 FF Е,(р-1,п-р). 
ро 的 点 估计 分 别 为 : 


# = š 

li = X; L 二 (2 |p 
; ЕТІНЕ 
Y ^ $ 
т "ЕЕ 2 


Ai 的 置信 和 度 为 1 - а 的 置信 区 间 为 : 
= 15 == 
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| Sg 8; 

-ta(n - р) >» %, +14(л—р) Se), 
一 5 

其 中 Se = 5, 


pi- u 的 置信 和 度 为 - a 的 置信 区 间 为 : 


(а, — xi.) — а(п-р) 542-232 pe құланды. ә) 


h; i = 1⁄2; 


应 用 中 , 常 列 出 方差 分 析 表 如 下 : 


2. 双 因 素 的 方差 分 析 简 介 
т 4 和 因素 8, 对 这 两 个 因素 ,分 别 选取 p + 
水 平 41,42,…,4, 和 9 个 水 平 B, B,,… к не 一 个 总 体 ， 
因此 ,共有 pg 个 总 体 . изен ы ындан ®Ө ЕМ y i = 1,2,.…,p,j=1, 
2,…,9. 对 每 对 水 平 措 配 下 的 总 体 ,抽取 一 个 容量 为 > 的 样本 ( 克 T Хр, Xç геле р. 
j = 1,2,5, BE Ха < М(и;,о9і- 1.2, ,p,j = 5. = 1,25, 


Жош; = Ңң + о + 8; + Уу,і ш 1,2,” ыр.) ш 1.2, = 922 = 0, 


> Я %2 = 0 =1,2,- ор. Аф а, В 分 别 表示 因素 4 和 因素 B 的 各 


水 平 对 指标 量 的 影响 ;y; 表示 因素 А.В 每 一 水 平 的 措 配 对 指标 景 的 影响 . 
判断 因素 А.В 及 交互 作用 对 指标 的 影响 是 否 显 著 , 等 价 于 检验 下 面 三 个 假设 : 


Ну: а = оз = *° = a, = 0, 
зде asa за е Q, 
На: Yy = 0,і- І, Ду" Paj = ТУЛЫ, 
其 检验 的 统计 量 分 别 为 : 
5 5» Зав 
Fa = < ofe = е АВ 575 
- 54 -- Sp 
其 中 5, =з” 5 = 2р. 
а SAxB Е SE 
Sas = tp ig -1 Se = 


“ма-1) 


s= DDE 


ісі j=! ksl 
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Sp = ` к — X..)2 ш pr ко а s. 
іш! jsl k=) ізі 
жона йы а S _ : 
кее 2 
izl j=] ігі 
F. <a 
SE = 2 Zs л) 
ігі }=1 kzi 
ЕЕ 1 - eb 
а = Х 
pgr 22 й 
> а 
Ai = -- 225%, і = У. = | T, 
k=l 
Жы. = Аузу. t = 1,2, ‚р 
4 jel 
ú рм 
бет ор Ja мее 


与 单 因 素 方 差分 析 的 作法 类 似 , 总 离 差 平方 和 5, 分 解 如 下 : 
Sr = ЗЭЭ 一 X...) = Sa + Šg + 54, в + Sg. 


ісі j=1 ігі 

щ Но : aj = аз = = a, = ОЛЕ, F. ~ F(p --1l,pa(r — 1)), РЕЖ а, Ho 
的 拒绝 域 为 : F. > Е, (р -1,pg(r - 1)); 

当 Но: ñ. = В; = s“ = 8, = ORRI, Ер ~ F(q = 1l,pq(r — 1)), 对 于 显著 水 平 a, Ho 
的 拒绝 域 为 : Fs > F,(q -1,pg(r ~ 1)); 

М Ha: ту = 0,4 = 1,2,. p j = 1,2,. ,9 成 立时 ,Fxp ~ Fl(p ~ 1)(g~1),pg(r-— 
1)) ,对 于 显著 水 平 a, Ho EARN: Fig > F.((p - 1)(q - 1),pq(r -1)). 

应 用 中 , 常 列 双 因素 方差 分 析 表 如 下 : 


% Fp = 5/8; 


Faixa = Buari 


a [s L r ШЕНІНЕН 


三 .问题 与 思考 


1. 试 述 方差 分 析 的 思想 方法 及 分 类 . 
E ”对 多 个 总 体 的 均值 的 统计 推断 问题 ,我 们 采用 的 统计 方法 是 分 别 独立 地 从 各 个 总 体 
中 抽取 样本 ,在 样本 观察 值 基础 上 ,把 总 离 差 平方 和 分 解 成 因素 平方 和 和 误差 平方 和 ,通过 比 
' 较 均 方 ( 即 方差 ) 的 大 小 ,判断 假设 的 正确 性 ,这 种 方法 称 为 方差 分 析 . 
按 选 取 影 响 试验 指标 的 因素 个 数 ,方差 分 析 可 分 为 以 下 几 类 :选取 一 个 因素 , 称 为 单 因素 
== = 
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方差 分 析 ; 选取 其 个 因素 ， и ТҮЗГЕ ЖЫК ЫЕ , 称 为 多 因素 方 交 分 析 . 

2 什么 是 交互 效应 

Ж ін еккен. F Hy T lal k а 1;: 
ArAnA, НВ): Bi, Ba, B, Җ—5 ЖЕЛЕ (а, В) 下 , 均 可 把 试验 指标 看 作 
体 ， 记 为 X; 假设 4; Т” N(py0°),1 = дуру] = Ру ЖЫН E H = A мы” J ух k U. 


"urma k) 
体 均值 的 总 平均 GE p. = Dr ERRET А ТЗОВ ИВ ВВ е 1 ы). 


它 代 表 了 B, тана. 
Жас = pi- pi = 1,2,…p АЖЖА ВУ EAJ КАВ Y РАЖ A ЙУ: ТОЛКА, Bi 


对 作用 的 大 小 ， 
В = ш-н] = 125,4 为 水 平 己 的 效应 . 它 的 大 小 反映 了 因素 B 025; 个 水 平凡 
的 相对 作用 的 大 小 . 


ГҮ УЭ -0È = 0, 且 有 


іші 
py = p+ (pi эш) + (g. = B) + Caj- Bi. = B. + и) 
= # + a; + Ü; + (ç — м. -H+ нин). к= уйир = LAm 
ЯРАЙ yy- д. Bj t p = (арен) - (и-н) hag-a) = (gj н) = a, — B; 
тё ôy, БТ WEB. A. B.) 对 试验 指标 相对 作用 ( 即 и-и) PRE A. ЖКУ (BB, H 
KE А, 的 相对 作用 ) RRE В, 的 效应 ( 即 B AKE B 的 相对 作用 ). MEERA E, ELE 
是 А, 5 B, 搭配 后 的 相对 交互 作用 . 称 8; 为 水 平 A, ЖЖ. B, 的 交互 效应 . 


BAXA = 0, 8, = 0. 
四 .典型 例题 
Ий “ 茶 灯 泡 三 采用 四 种 不 同 配料 方案 制 成 的 灯丝 生产 四 批 灯泡 .假设 各 种 灯泡 寿命 X, 


~ Мбш,өв72),і = 1,2,3,4. X; 独立 ,p,o? 未 知 , 在 每 批 中 取 若 干 只 做 寿 合 试验 ,得 数据 如 下 
(单位 :小 时 ): 


灯泡 寿命 /h 


2140 


— wii =e 


对 于 检验 水 平 a = 0.05, 试 问 籽 丝 的 不 同 配料 方案 对 灯泡 寿命 有 无 明显 影响 ? 
解 ”这 是 单 因 康 四 水 平 的 方差 分 析 问 题 , 提 册 很 设 Hy: 1 = рә = из = ра. 出 于 试验 数 


据 较 大 ,可 先进 行 适当 线性 变换 . 令 у, = РЮО i = 1,2,3,4,j = 1,2,…, n 利用 变换 后 
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. Fa 


<“ 


р ас Жар ЫБ АЛШ. РАШ F 3: 


5 8 10 12 20 


因此 可 进一步 计算 : 
$4 = э ый y: ~ һу ‚Жр Мр 


іші iz je! i=1 jal 


š 805 ~ 2 х (97)? = 


Sr = 55; = > ҚЫ = 2319 - 805 = 1514. 


TĒ, 我 们 可 列 出 下 列 方差 分 析 表 


对 于 检验 水 平 x = 0.05, 查 FF 分 布 表 得 临界 值 Foostp -ln-p) = Ғо(3,22) = 3.05. 

Ék F = 2.15 < 3.05 = Ғо(3,22). 

注意 :我 位 在 解 题 开始 时 的 线性 变换 不 改变 下 值 的 大 小 .从 下 < Fowlp -1,.n- p) Ni, 
拒绝 Eo, 认 为 不 同 配料 对 灯泡 寿命 无 显著 影响 . 


五 .习题 与 答案 


习 题 


L 设 有 一 个 数学 提高 班 , 现 将 学 生 分 成 三 个 小 班 ,分 别 由 甲乙 ,两 三 位 教员 任教 ,三 个 
小 班 的 部 分 学 生 的 最 终 成 绩 由 下 表 给 出 : 


设 三 个 班 学 生成 绩 均 服 从 正 态 分 布 ,方差 相同 ,在 检验 水 平 为 0.05 下 ,检验 教员 对 学 生 学 习 成 
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绩 影响 是 否 显著 . 


2. 抽查 某 地 区 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 身高 ,得 数据 如 下 : 


第 1 小 学 128.1 134.1 133.1 138.9 140.8 


3903 — 29 — 1608 060 1507 
第 3 小 学 140.6 143.1 144,5 143.7 148.5 


设 三 所 小 学 学 生 身 高 均 为 正 态 分 布 ,方差 相同 ,试问 该 地 区 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 平均 身高 
是 否 有 显著 差异 ?(a = 0.05) 
э. ”有 方差 分 析 表 


试 填 出 表 中 问号 对 应 的 数 ， 


答案 与 提示 


1. 显著 ， 
2. 有 显著 差异 . 
3. А 的 均 方 = 115.2, Fs = 78.6 
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附 表 HRI 标准 正 态 分 布衣 


(z) = | Be du 


л 
TT TT TT Tr 


-2.9 | 0.0019 | 0.0018 | 0.0017 | 0.0017 | 0.0016 | 0.0016 | 0.0015 | 0.0015 | 0.0014 | 0.0014 
-2.8 | 0.0026 | 0.0025 | 0.0024 | 0.0023 | 0.0023 | 0.0022 | 0.0021 | 0.0021 | 0.0020 | 0.0019 
-2.7 | 0.0035 | 0.0034 | 0.0033 | 0.0032 | 0.0031 | 0.0030 | 0.0029 | 0.0028 | 0.0027 | 0.0026 
-2.6 | 0.0047 | 0.0045 | 0.0044 | 0.0043 | 0.0041 | 0.0040 | 0.0039 | 0.0038 | 0.0037 | 0.0036 
-2.5 | 9.0062 | 0.0060 | 0.0059 | 0.0057 | 0.0055 | 0.0054 | 0.0052 | 0.0051 | 0.0049 0.0048 


0.0082 | 0.0080 | 0.0078 | 0.0075 | 0.0073 | 0.0071 | 0.0069 | 0.0068 | 0.0066 | 0.0064 
-2.3 | 0.0107 | 0.0104 | 0.0102 | 0.0099 | 0.0096 | 0.0094 | 0.0091 | 0.0089 | 0.0087 0.0084 
-2.2 | 0.0139 | 0.0136 | 0.0132 | 0.0129 | 0.0126 | 0.0122 | 0.0119 | 0.0116 | 0.0113 | 0.0110 
-2.1 | 0.0179 | 0.0174 | 0.0170 | 0.0166 | 0.0162 | 0.0158 | 0.0154 | 0.0150 | 0.0146 0.0143 
-2.0 | 0.0228 | 0.0222 | 0.0217 | 0.0212 | 0.0207 | 0.0202 | 0.0197 | 0.0192 0.0188 | 0.0183 


0.0287 | 0.0281 | 0.0274 | 0.0268 | 0.0262 | 0.0256 | 0.0250 | 0.0244 | 0.0238 0.0233 
0.0359 | 0.0352 | 0.0344 | 0.0336 | 0.0329 | 0.0322 | 0.0314 | 0.0307 | 0.0300 0.0294 
0.0446 | 0.0436 | 0.0427 | 0.0418 | 0.0409 | 0.0401 | 0.0392 | 0.0384 | 0.0375 0.0367 
0.0548 | 0.0537 | 0.0526 | 0.0516 | 0.0505 | 0.0495 | 0.0485 | 0.0475 | 0.0465 0.0455 
0.0668 | 0.0655 | 0.0643 | 0.0630 | 0.0618 | 0.0606 | 0.0594 | 0.0582 | 0.0570 0.0559 


I 
— 
л a 3 со № 


4 | 0.0808 | 0.0793 | 0.0778 | 0.0764 | 0.0749 | 0.0735 | 0.0722 | 0.0708 | 0.0694 0.0681 
-1.3 | 0.0968 | 0.0951 | 0.0934 | 0.0918 | 0.0901 | 0.0885 | 0.0860 0.0853 | 0.0838 | 0.0823 
2 
1 


0.1151 ' 0.1131 | 0.1112 | 0.1093 | 0.1075 | 0.1056 | 0.1038 | 0.1020 | 0.1003 | 0 0985 
0.1357 0.1335 | 0.1314 | 0.1292 | 0.1271 | 0.1251 | 0.1230 ` 0.1210 | 0.1190 | 0.1120 
71.0 | 0.1587. 0.1562 | 0.1539 | 0.1515 | 0.1492 | 0.1469 | 0.1446 0.1423 0.1401! 0.1379 
; | | Í 
-0.9 0.1841 | 0.1814 0.1788 | 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 | 0.1660 | 0.1635: 01611 
-0.8 | 0.2119 | 0.2090 0.2061 0.2093 | 0.2005 0.1977 0.1949 | 0.1922 | 0.1894 | 0.1867 
-0.7 | 0.2420 | 0.2389 | 0.2358 0.2327 | 0.2297 | 0.2266 | 0.2236 | 0.226 | 0.2177 | 0.2148 
-0.6 | 0.2743 | 0.2709 | 0.2676 | 0.2643 | 0.2611 | 0.2578 | 0.2546 | 0.2514 | 0.2483 | 0.2451 
-0.5 | 0.3085 | 0.3050 | 0.3015 | 0.2981 | 0.2946 | 0.2912 | 0.2877 | 0.2843 | 0.2810 0.2776 


0.3446 | 0.3409 | 0.3327 | 0.3336 | 0.3300 | 0.3264 | 0.3228 | 0.3192 0.3156] 0.3121 
-0.3 | 0.3821 | 0.3783 | 0.3745 | 0.3707 | 0.3669 | 0.3632 | 0.3594 0.3557 | 0.3520 | 0.3483 
0.2 | 0.4207 | 0.4168 | 0.4129 | 0.4090 | 0.4052 | 0.4013 0.3974 | 0.3936 | 0.3897 | 0.3859 
-0.1 0.4602 | 0.4562 | 0.4522 | 0.4483 | 0.4443 | 0.4404 | 0.4364 0.4325 | 0.4286 | 0.4247 
0.5000 | 0.4960 | 0.4920 | 0.4880 | 0.4840 | 0.4801 | 0.4761 | 0.4721 | 0.4681 0.4641 
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чен 
0.0046788 


0.0001547 
0.0000033 


0.451188 
0.121901 
0.023115 
0.003358 


0.000394 
0.000039 
0.000003 


1 .0000000 
0.698806 
0.337373 
0.120513 
0.033769 


0.007746 
0.001500 
0.000251 
0.000037 
0.000005 


0.000001 


HE2 НЕОЖЯНЯНЦИЕЯ 


0.0175231 
0.0011485 
0.0000568 


1.000000 
0.753403 
0.408167 
0.166502 
0.053725 


0.014253 
0.003201 
0.000622 
0.000107 
0.000016 


0.000002 
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уи: 
0.0369363 
0.0035995 
0.0002658 


0.0000158 


0.001411 
0.000184 
0.000021 
0.000002 


А = 1.6 


0.798103 
0.475069 
0.216642 
0.078813 


0.023682 
0.006040 
0.001336 
0.000260 
0.000045 


0. 000007 
0.000001 


5 
0.0615519 
0.0079263 
0.0007763 


0.0000612 


0.013459 


0.002344 
0.000343 
0.000043 
0.000005 


А= 1.8 


0.834701 | 


0.537163 
0.269379 
0.108708 


0.036407 
0.010378 
0. 002569 
0.000562 
0.000110 


0.000019 
0.000003 


0.014388 
0.001752 


0.000172 
0.000014 
0.000001 


0.632121 
0.264241 
0.080301 
0.018988 


0.003660 
0.000594 
0.000083 
0.000010 
0.00000] 


д=2.0 
1.000000 
0.864665 
0.593994 
0.323324 
0.142877 


0.052653 
0.016564 
0.004534 
0,001047 
0,000237 


0.917915 
0.712703 
0.456187 
0.242424 


0.108822 
0.042021 
0.014187 
0.004247 
0.001140 


0.000277 
0.000062 
0.000013 
0.000002 


0.950213 
0.800852 
0.576810 
0.352768 


0.184737 
0.083918 
0.033509 
0.011905 
0.003803 


0.001102 
0.000292 
0.000071 
0.000016 
0.000003 


0.000001 


0.969803 
0.864112 
0.679153 
0.463367 


0.274555 
0. 142386 
0.065288 
0.026739 
0.009874 


0.003315 
0.001019 
0.000289 
0.000076 
0.000019 


0.000004 
0.000001 


0.981684 
0.908422 
0.761897 
0.566530 


0.371163 
0.214870 
0.110674 
0.051134 
0.021363 


0.008132 
0.002840 
0.000915 
0.000274 


0.000076 


0.000020 
0.000005 


0.657704 


0.467896 
0.297070 
0.168949 
0.086586 
0.040257 


0.017093 
0.006669 
0.002404 
0.000805 
0.000252 


0.000074 
0.000020 
0.000005 


0.993262 
0.959572 
0.875348 
0.734974 


0.559507 
0.384039 
0.237817 
0.133372 
0.068094 


0.031828 
0.013695 
0.005453 
0.002019 
0.000698 
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附 表 4 үз 


Pix:(n)> ү? (в)! с 


ошоо мм wb Ç 一 


© 


i шю а-а 
ш 2 — 


н 
іл ы 


Š ë > ч < 


ғә 
— 


22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
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1 5.024 

2 2.773 7.378 9.210 | 10.597 
3 4.108 9.348 11.345 12.838 
4 5.385 11.143 13,277 14,860 
5 6.626 12.833 15.086 16,750 
6 7.841 14.449 16.812 18.548 
7 9.037 16.013 18.475 20.278 
8 10,219 17.535 20.090 21,955 
9 11.39 |! 19.023 21.66 23,589 
10 20.483 


11 21.920 
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